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От редактора перевода 


Название этой книги на первый взгляд может 
показаться довольно неожиданным. В самом деле, что 
общего между столь прозаичной (для непосвященно¬ 
го) областью математики, как геометрия, и столь 
возвышенным предметом, как искусство? 

И все-таки между геометрией и искусством, как и 
между математикой в целом и искусством, существу¬ 
ют весьма тесные и многообразные связи. На некото¬ 
рые из них и проливает свет предлагаемая книга. 

Казавшийся еще совсем недавно необъяснимым 
удивительный феномен искусства в принципе вовсе не 
необъясним: в основе его лежат какие-то общие зако¬ 
номерности психологического порядка (их мы пока 
понимаем явно недостаточно) и математического про¬ 
исхождения— и вот здесь нам сегодня известно от¬ 
нюдь не так и мало. Особенно интенсивными стали по¬ 
иски лежащих в основе искусства математических за¬ 
кономерностей (так называемая «искусствометрия») в 
последние десятилетия — это произошло в связи с со¬ 
зданием ЭВМ и попытками моделирования интеллек¬ 
туальной деятельности человека*, — однако истори¬ 
чески они уходят в седую древность. 

Вопрос о математических предпосылках прекрас¬ 
ного, о роли математики (в частности геометрии) в 
искусстве волновал еще древних греков (вспомните 
школу пифагорейцев, существовавшую в VI в. до н. э.). 
Причем свой интерес греки унаследовали от предше¬ 
ствовавших цивилизаций, так обостренный интерес 
Пифагора к математической теории музыки был за- 


например, сб. «Семиотика и искусствометрия». — М.з 
і ^ оль А*» Фукс В., Касслер М. Искусство и ЭВМ. — 
М.: Мир, 1975; Моль А. Теория информации и эстетическое вос¬ 
приятие. — М.: Мир, 1966. 



имствован им от древних вавилонян. Более того, 
можно пологать, что математика и искусство возник¬ 
ли почти одновременно, их происхождение было свя¬ 
зано с религиозно-философскими исканиями человека, 
с его попытками как-то «объяснить мир». Возможно, 
древнейшими памятниками и математики, и искус¬ 
ства следует считать принадлежащие кроманьонцам 
(эпоха древнего неолита) петроглифы (наскальные 
рисунки) в пещерах Испании и южной Франции, от¬ 
личающиеся замечательными художественными до¬ 
стоинствами и поразительным чувством формы. Не 
исключено, что от этих времен ведет начало свой¬ 
ственный, в частности, пифагорейцам взгляд на мате¬ 
матику и искусство как на те основы, которые помо¬ 
гают понять законы природы, раскрыть гармонию 
и совершенство Вселенной — и этот, казалось бы, при¬ 
митивный взгляд на мир не так уж отличается от на¬ 
учного мировоззрения наших дней. И если математика 
и искусство первоначально были связаны с религией, 
то впоследствии они выросли в основные инструменты 
всякого знания *. Не случайно пристальное внимание 
к искусству многих выдающихся ученых, в том числе 
одного из крупнейших математиков XX в. Германа 
Вейля, неоднократно упоминаемого в книге, или Аль¬ 
берта Эйнштейна, слова которого о той роли, которую 
сыграл в его научном развитии Ф. М. Достоевский, 
столь часто и охотно цитируются. С другой стороны, 
.место математики в раскрытии секретов искусства 
определило интерес к ней (в частности, к геометрии) 
многих творцов прекрасного, в том числе таких гиган¬ 
тов, как Леонардо да Винчи или Альбрехт Дюрер, 
осуществлявших, так сказать, «личную унию» между 
искусством и геометрией. 

Глубокие основания имеет лозунг «Ищите искус¬ 
ство в математике (в геометрии)». Математика кра¬ 
сива — и чисто эстетические критерии играют в ней 
весьма серьезную роль. Каждый математик знает, что 
внешняя непривлекательность того или иного доказа¬ 
тельства сама по себе служит достаточным основани¬ 
ем, чтобы усомниться в нем: чаще всего она свиде- 

* См., например, Фейнберг Е. Л. Искусство и познание. — Во¬ 
просы философии, 1976, № 7, стр. 93—108. 
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тедьствует о незавершенности, неполноте рассужде¬ 
ния, если не просто об его ошибочности. Напротив, 
внутреннее совершенство, стройность математическо¬ 
го построения почти всегда гарантируют его истин¬ 
ность и важность. Обращаясь не к математике, а к ее 
родственнице физике, можно вспомнить знаменитого 
Поля Дирака, который мотивировал физическую со¬ 
держательность построенной им формально-матема¬ 
тической теории частицы с одним магнитным полюсом 
'(так называемого монополя) ее завершенностью и 
стройностью: эта теория настолько красива, считал он, 
что было бы поистине странно, если бы Природа не 
воспользовалась подобной возможностью. И хотя до 
сих пор физики нигде не обнаружили северного маг¬ 
нитного полюса без сопутствующего ему южного, они 
продолжают искать пресловутый монополь Дирака 
ибо то, что красиво, обязательно должно быть верно. 

Наконец, 1а$і, поі Іеазі *, название настоящей 
книги имеет еще один смысл. Дословный перевод его: 
«Геометрия и свободные искусства». Мы отказались 
от этого перевода из опасения, что он может быть 
не понят, ибо сегодня далеко не каждый знаком со 
средневековым понятием «семь свободных искусств» 
(так называемые «тривиум» и «квадривиум» — см. 
предисловие автора). А между тем, эти «семь ис¬ 
кусств», включающие как геометрию, так и начала 
музыкальной культуры, в течение столетий определя¬ 
ли тот свод знаний, которым считалось необходимым 
владеть всякому образованному человеку. В наши 
дни, формально говоря, геометрия по-прежнему счи¬ 
тается необходимым элементом общего образования. 
Однако сегодня человек, едва знакомый с художе¬ 
ственной литературой или с изобразительным искус¬ 
ством, вряд ли станет претендовать на звание 
«образованного», а вот помнить из геометрии лишь 
пресловутые «пифагоровы штаны» и при этом считать 
себя интеллигентом вполне принято. И настоящая 
книга в первую очередь характеризуется стремлением 
взглянуть на геометрию как на неотъемлемый элемент 
общей культуры, чему, в частности, способствует 
попытка в какой-то мере сопоставить геометрию и 

* Последнее по счету, но не по важности (англ.). 


7 



искусство и затронуть вопрос об их связи и взаимоза¬ 
висимости. 

И в заключение несколько слов об авторе этой 
книги. Дэн Пидоу родился и учился в Англии; много 
работал он и в других странах, а ныне является про¬ 
фессором Университета Миннесоты (Миннеаполис, 
США). Советскому читателю профессор Пидоу изве¬ 
стен прежде всего как автор трехтомных «Методов 
алгебраической геометрии», составленных им совмест¬ 
но с выдающимся английским математиком Уильямом 
Ходжем (русский перевод — М.: ИЛ, 1954). За рубе¬ 
жом хорошо знают и ценят целый ряд других его книг, 
в том числе один из лучших курсов геометрии для 
математических отделений университетов. О ярких 
педагогических способностях и интересах автора сви¬ 
детельствуют созданные им научно-популярные книги 
и фильмы геометрического содержания. Одну из этих 
книг мы выносим на суд наших читателей. 

И. Яглом 



Предисловие 


Геометрию издавна причисляли к семи свободным 
искусствам, входившим в состав тривиума (грамма¬ 
тика, риторика и диалектика*) и квадривиума (ариф¬ 
метика, геометрия, астрономия и музыка)'. Краткое 
изложение этих, искусств содержит книга, написанная 
в VI в. великим Кассиодором как своего рода свод 
элементарных сведений, необходимых по его мнению 
монахам для понимания Библии. В средние века эга 
книга была- широко распространена н среди свяще- 
нослужителей, и среди* мирян. Число семь Есегда счи¬ 
талось магическим, и Кассиодор, обосновывая свой 
выбор семи главных предметов, сослался на священ¬ 
ное писание (Книга притчей Соломоновых): «Пре¬ 
мудрость построила себе дом, вытесала семь столбов 
его». Разумеется, семь свободных искусств со време¬ 
нем менялись. Так, Возрождение стало свидетелем 
небывалого расцвета квадривиума. Арифметика и ге¬ 
ометрия, дополненные алгеброй, превратились в ма¬ 
тематику. Можно с полным основанием утверждать, 
что вплоть до недавнего времени геометрия повсеме¬ 
стно считалась неотъемлемой частью общего образо¬ 
вания — образования, не связанного с приобретением 
определенной профессии. 

Геометрия представляет большой исторический 
интерес, имеет серьезное практическое применение и 
обладает внутренней красотой. Читатель может рас¬ 
сматривать нашу книгу как экскурс по второстепен¬ 
ным страницам истории, сопровождаемый рассказом 
о том, сколь важное место занимала геометрия в 
творчестве таких людей, как Витрувий, Альбрехт Дю¬ 
рер, Леонардо да Винчи, Томас Гоббс, если ограни¬ 
читься далеко не полным перечнем действующих лиц 
нашего, повествования. С другой стороны*, для тех, кто 


9 



хотел бы на себе испытать эстетическую привлека¬ 
тельность геометрии, выполняя несложные построе¬ 
ния, придумывая различные узоры, вычерчивая и вы¬ 
шивая кривые и огибающие и, наконец, вступив в 
увлекательную область математических доказа¬ 
тельств, в конце каждой главы приведены упражне¬ 
ния. 

Предварительное знакомство читателя с геомет¬ 
рией и алгеброй предполагается лишь в весьма 
скромном объеме, однако в отдельных случаях про¬ 
верка приводимых утверждений будет доступна толь¬ 
ко тем, кто имеет некоторую математическую подго¬ 
товку. Изложение отнюдь не претендует на энцикло- 
педичность, многие темы умышленно обойдены. При 
отборе литературы, работая над этой книгой, я, есте¬ 
ственно, следовал собственным симпатиям и антипа¬ 
тиям и отдавал предпочтение тем аспектам геометрии; 
которые представлялись мне наиболее важными. 
В этом отношении предлагаемая вниманию читателя 
книга носит весьма личный характер. 

Глава 1 представляет собой медленно развертыва¬ 
ющееся введение в те аспекты геометрии, которые 
встречаются у Витрувия; здесь читатель, быть может, 
впервые в жизни воспользуется с нашей помощью 
циркулем и линейкой. Глава 2 несет на себе отпечаток 
того интереса и восторга, который вызвало у меня 
некогда знакомство с трактатами Альбрехта Дюрера. 
Надеюсь, что на читателя они произведут не меньшее 
впечатление. Теория перспективы стимулировала раз¬ 
витие геометрии, и во второй и последующих главах ей 
уделено немало внимания. Глава 3, посвященная Ле¬ 
онардо да Винчи, завершает весьма подробное иссле¬ 
дование творчества трех исторических лиц и их отно¬ 
шения к геометрии. 

В главе 4 рассмотрена проблема формы в архи¬ 
тектуре и связанные с нею теории, которые время от 
времени входят в моду. Глава 5 содержит введение в 
великие евклидовы «Начала», хотя рассмотрение ос¬ 
новано на его работе гораздо меньшего масштаба — 
на «Оптике». Однако и в этом сочинении содержатся 
указания на те возможности, которые таит в себе 
доказательство в геометрии. Глава 6 посвящена са¬ 
мим «Началам» Евклида — книге, некогда вместе с 
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Библией разделившей честь считаться величайшим 
«бестселлером» мира. 

В главе 7 я ввожу аналитическую и проективную 
геометрию и показываю, как можно использовать 
некоторые из наиболее важных теорем проективной 
геометрии для построения перспективных изображе¬ 
ний. 

В главе 8 рассмотрены изящные кривые, которые 
геометры не должны скрывать от людей — от кониче¬ 
ских сечений до логарифмической спирали, и предло¬ 
жено несколько способов построения этих кривых. 
Подробно разобраны фокальные свойства конических 
сечений. Даже если приведенные доказательства по¬ 
кажутся читателю сложными, методы построения ко¬ 
нических сечений послужат ему достаточным вознаг¬ 
раждением. Именно в этой главе появляется «мате¬ 
матическое вышивание». 

Заключительная глава посвящена понятию про¬ 
странства и его трактовке с различных точек зрения, а 
также приключениям в пространстве двух, трех и 
четырех измерений. 

Я с удовольствием трудился над этой книгой и в 
процессе работы столкнулся со многими заслуживаю¬ 
щими внимания геометрическими теоремами, не изве¬ 
стными ранее ни мне, ни (я уверен) другим любите¬ 
лям геометрии. Общение с разнообразной аудиторией 
в различных странах мира показало, что затронутые 
мной темы представляют интерес для большинства 
образованных людей и что принципу удовольствия, 
которого я старательно придерживался на страницах 
этой книги, следует придавать первостепенное значе¬ 
ние во всяком образовании и в особенности в образо¬ 
вании математическом. 

Список литературы которую я использовал при 
написании этой книги, приведен на стр. 331. Посколь¬ 
ку во многих случаях обращение к первоисточнику 
оказалось невозможным, мне приходилось довольно 
часто обращаться к материалам, помещенным в неко¬ 
торых из перечисленных в списке работ, отмечая за¬ 
имствования надлежащими ссылками. Тем не менее 
интерпретация геометрических утверждений принад¬ 
лежит мне и в ряде случаев может отличаться от 
интерпретации признанных авторитетов. Исторические 
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факты, приводимые в тексте, могут быть не точны в 
отдельных деталях, но все даты в тех случаях, когда 
они приводятся, безусловно соответствуют действи¬ 
тельности. 

Будучи связан с Кембриджским и Принстонским 
университетами, я хотел бы выразить благодарность 
их издательствам (СашЬгіб^е Ііпіѵегзііу Ргезз и 
Ргіпсеіоп Ііліѵегзііу Ргезз) за разрешение использо¬ 
вать и цитировать ранее опубликованные материалы. 
Я хотел бы также выразить свою признательность 
Центру по усовершенствованию учебных программ 
университета Миннесоты за предоставленную мне 
возможность приступить к работе над книгой летом 
1971 г. Наконец, я хочу поблагодарить своих издате¬ 
лей за то, что они выпустили (хотя и после продол¬ 
жительной задержки) весьма изящно оформленную 
книгу, 

Дэн Пидоу 



Глава I 


Витрувий 


Слово геометрия греческого происхождения и оз¬ 
начает землемерие. О возникновении геометрии в ча¬ 
сто цитируемом отрывке из сочинения древнегрече¬ 
ского историка Геродота (485—425 гг. до н. э.) 
говорится следующее: 

«Этот царь [Сесострис], как передавали жре¬ 
цы, также разделил землю между всеми жителя¬ 
ми и дал каждому по квадратному участку рав¬ 
ной величины. От этого царь стал получать 
доходы, повелев взимать ежегодно поземельную 
подать. Если река отрывала у кого-нибудь часть 
его участка, то владелец мог прийти и объявить 
царю о случившемся. А царь посылал людей удо¬ 
стовериться в этом и измерить, насколько умень¬ 
шился участок, для того чтобы владелец уплачи¬ 
вал подать соразмерно величине оставшегося 
надела. Мне думается, что при этом-то и было 
изобретено землемерное искусство и затем пере¬ 
несено в Элладу» *. 

Такое объяснение причин возникновения геомет¬ 
рии достаточно правдоподобно, чтобы его можно бы¬ 
ло принять, тем более, что другими объяснениями ее 
происхождения мы не располагаем. Дело в том, что, 
если исключить сравнительно недавнее прошлое — 
период, охватывающий, грубо говоря, последние семь 
веков,— все дошедшие до нас сведения о событиях 
прошлых времен почерпнуты в основном из переводов, 
выполненных европейскими учеными с арабских пере¬ 
водов древнегреческих и индийских рукописей. В наших 
познаниях имеются огромные пробелы, вызванные 


* Геродот. История. В девяти книгах.— Л.: Наука,. 1972, 
стр. 112. 
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тем, что многие манускрипты погибли,-а те, которые 
сохранились, после перевода и исправлений зача¬ 
стую имели лишь отдаленное сходство с оригинала¬ 
ми. Подобная трансформация источников привела к 
тому, что нередко остается лишь строить догадки 
относительно первоначального значения слов и выра¬ 
жений, встречающихся в сочинениях древнегреческих 
и римских авторов. С этим нам еще предстоит неод¬ 
нократно встретиться в дальнейшем. Пока же нам 
достаточно того, что удается как-то объяснить воз¬ 
никновение геометрии и то значение, которое она име¬ 
ла для хозяйственной жизни на начальных этапах 
своего развития. 

Практической геометрией занимались все древние 
народы. Чтобы построить хижину, вырыть пещеру, 
раскинуть шатер, необходимы основательные, хотя и 
интуитивные, познания в геометрии. Измерение рас¬ 
стояний в выбранных единицах длины, понятие пря¬ 
мого угла, определение площади треугольника — все 
это также геометрия, но уже более абстрактная. 
Древние греки далеко превзошли пределы того, что 
было необходимо для установления правил практиче¬ 
ской геометрии, и тем самым наложили неизгладимый 
отпечаток на развитие всей европейской цивилизации 
в том виде, в каком она известна нам ныне. 

Не придерживаясь хронологической последова¬ 
тельности, я начну свой рассказ с римского архитек¬ 
тора Витрувия, жившего несколько веков спустя после 
Евклида, по-видимому, в раннехристианскую эпоху 
[(точные даты рождения и смерти Витрувия неизвест¬ 
ны). Своему сочинению «Об архитектуре»* он пред¬ 
послал высокопарное посвящение правившему импе¬ 
ратору (предполагают, что это был Август). Десять 
книг «Об архитектуре» написаны для того, чтобы им¬ 
ператор мог почерпнуть из них советы по возведению 
зданий и по другим вопросам зодчества. 

По утверждению Витрувия, архитектор должен 
уметь письменно излагать свои мысли, искусно чер¬ 
тить и рисовать, изучить геометрию, быть сведущим в 


* Марк Витрувий Поллион. Об архитектуре. Десять книг. — 
Л.: Соцэкгиз, 1936. В дальнейшем все ссылки даются по этому 
изданию. — Прим, перев, 
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истории, со вниманием прослушать курс у философов, 
разбираться в музыке, кое-что понимать в медицине, 
следить за тем, какие толкования законов предлагают 
юристы, и обладать познаниями в астрономии и в 
теории движения небесных светил. Собственные по¬ 
знания во всех этих областях Витрувий подробно из¬ 
лагает в своем сочинении, попутно поясняя, почему он 
считает их столь важными для архитектора. 

Знание истории, по мнению Витрувия, необходимо 
для того, чтобы зодчий мог обосновать свой замысел 
перед теми, кто потребует у него отчета. Так, если 
архитектор использует в качестве украшений кариа¬ 
тиды (на вклейке 1 воспроизведена иллюстрация к 
первому французскому изданию Витрувия 1684 г., на 
которой изображены кариатиды), он должен знать 
связанную с ними легенду. Витрувий сообщает, что 
слово «кариатиды» происходит от названия одной 
несчастной общины. Кария была пелопонесским госу¬ 
дарством, выступившим в греко-персидской войне на 
стороне персов. Одержав победу, греки захватили 
город (многие греческие государства в то время со¬ 
стояли из одного-единственного города), перебили все 
мужское население, сравняли город с землей, а всех 
женщин увели в рабство, не позволив им снять ни 
длинных одежд, ни других знаков достоинства* за¬ 
мужних женщин. Пленниц не только заставили в 
полном наряде пройти в торжественном шествии по 
случаю победы. Во искупление вины их государства 
самый облик жительниц Карии должен был навсегда 
стать олицетворением рабынь, склонившихся под бре¬ 
менем позора. Архитекторы того времени украшали 
общественные здания статуями карийских женщин, 
согбенных под тяжестью порталов, чтобы преступле¬ 
ние народа Карии и постигшая его кара стали извест¬ 
ны в назидание грядущим поколениям... 

Изучение философии (включавшей в то время и то, 
что ныне мы называем физикой ), по мнению Витру¬ 
вия, воспитывает в архитекторе возвышенный харак¬ 
тер, скромность, справедливость и добросовестность 
без своекорыстия... Доводы, которыми Витрувий обо¬ 
сновывает необходимость для архитектора разби¬ 
раться в музыке, носят более практический характер, 

15 



Так, архитектор должен уметь проектировать и 
строить боевые машины, подобные баллистам и ката¬ 
пультам. Сила, с которой они мечут снаряды, зависит 
от натяжения струн, а траектория полета снарядов — 
от их настройки. Чтобы струны были настроены в 
унисон, следует убедиться в том, что все они имеют 
равную длину и одинаковую плотность, в силу чего их 
натяжение также было бы одинаковым, однако эти 
детали Витрувий опускает. 

Другого рода взаимосвязь архитектора с музыкой 
возникает при строительстве театров. Чтобы увели¬ 
чить силу актерского голоса, в специальных нишах 
под сиденьями помещали бронзовые сосуды. В обя¬ 
занность архитектора входило так подобрать размеры 
и форму сосудов, чтобы они, резонируя, позволяли 
достигать желаемого эффекта. Архитектор должен 
был также уметь строить римские водяные органы, 
имевшие довольно сложное устройство,— а это требо¬ 
вало изрядных познаний в музыке. 

Необходимость для архитектора кое-что понимать 
в медицине, следить за тем, как юристы толкуют за¬ 
коны, и обладать познаниями в астрономии и в теории 
движения небесных тел станет понятной, если рас¬ 
смотреть взгляды Витрувия на архитектуру в це¬ 
лом. 

По Витрувию, собственно архитектура состоит из 
ординации (проектирования), диспозиции (планиров¬ 
ки), соблюдения эвритмии, декорума, симметрии и 
дистрибуции (экономического расчета). В этом пере¬ 
чне встречаются слова, имеющие ныне совершенно 
иное значение. Ординация, поясняет Витрувий, при¬ 
дает надлежащую меру отдельным частям, в то время 
как симметрия устанавливает соразмерность количе¬ 
ственных пропорций между частями и целым. «Сим¬ 
метрия,— развивает свою мысль Витрувий,— есть 
гармоничность, составляющаяся из членений самого 
здания и соответствующая ему в целом; это есть иду¬ 
щий от всех отдельных его частей к облику целостной 
его фигуры отклик соизмеримости со взятой за стан¬ 
дарт его некоей частью» *. Эвритмия — это привлека¬ 
тельность внешнего вида и гармоничность сочетания 


* Об архитектуре, — Стр, 27, 
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отдельных частей здания. Симметрия означает гар¬ 
моничность пропорций отдельных частей здания и со¬ 
размерность их со всем зданием, если за эталон дли¬ 
ны принять какую-нибудь из частей. «Как в 
человеческом теле свойство его эвритмии...,— продол¬ 
жает Витрувий,— есть свойство соразмерности мерки, 
взятой от локтя, стопы, пяди, пальца, с прочими ча¬ 
стями тела, так это имеет место и при совершенных 
конструкциях зданий» *. 

Заключительная часть этого утверждения могла 
бы послужить основой целой диссертации! Художник, 
провидец и поэт Уильям Блейк (1757—1827) употре¬ 
бил в одном из стихотворений слово «симметричный» 
в смысле, весьма близком к тому, который вкладывал 
в него Витрувий: 

«Тигр! О тигр! Светло горящий 
В глубине полночной чащи, 

Кем задуман огневой 
Симметричный образ твой?» ** 

Мы до сих пор говорим об отсутствии полной сим¬ 
метрии между левой и правой половинами человече¬ 
ского лица. Симметрия в том смысле, какой вклады¬ 
вал в это слово Витрувий, включает в себя и понятие 
равновесия. В математике слово симметрия имеет 
вполне определенный смысл. Если существует взаим¬ 
но-однозначное отображение множества 5 на себя, то 
это отображение называется симметрией , а множе¬ 
ство 5 — симметричным относительно этого отобра¬ 
жения. Подробнее о математическом толковании сим¬ 
метрии будет рассказано в гл. 9. Именно при выборе 
частей человеческого тела в качестве стандартных 
модулей (если только Витрувий был первым, кто -осу¬ 
ществил эту идею) были выкованы начальные звенья 
той исторической цепи, которая связывает Витрувия, 
Альбрехта Дюрера, Леонардо да Винчи, бесконечно 
многих других художников с современным архитекто- 


* Об архитектуре. — Стр. 27. 

** Перевод С. Я. Маршака. Однако термин переводчика «со¬ 
размерный» заменен здесь использованным Блейком термином 
«симметричный» (английское зупшіеігу)і. — Прим, перев % 
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ром Ле Корбюзье, о котором пойдет речь в дальней¬ 
шем. 

Геометрия впервые появляется на страницах книги 
Витрувия «Об архитектуре», когда автор приступает к 
рассмотрению господствующих ветров. Заботясь об 
удобствах и здоровье жителей города, он рекомендует 
выбирать направления улиц так, чтобы определенные 
ветры не могли дуть вдоль улиц. Витрувий перечис¬ 
ляет восемь главных ветров и шестнадцать второсте¬ 
пенных. Главные ветры называются: Септентрион, 
Аквилон, Солан, Эвр, Австр, Африк, Фавоний и Кавр« 
Каждый из них обладает присущими лишь ему 
отличительными особенностями и дует в определенное 
время дня. На рис. 1 изображены не только главные, 








но и второстепенные ветры*. (Уместно заметить, что 
мнения древних, Аристотеля, Сенеки, Плиния, Витру¬ 
вия и др., относительно числа и названий ветров зна¬ 
чительно расходились.) 

Планировку городских улиц Витрувий рекоменду¬ 
ет начинать с отыскания линии север — юг. Для этого 
в центре будущего города на ровной площадке необ¬ 
ходимо установить гномон, или указатель тени. Около 
пяти часов утра надлежит отметить точку, которой 
достигнет конец тени, и, придав циркулю раствор, 
равный длине отбрасываемой гномоном тени, описать 
окружность с центром, совпадающим с основанием те¬ 
ни. В полдень, когда тень от гномона снова начнет 
расти, необходимо внимательно следить за ней и от¬ 
метить ту точку, в которой тень снова коснется ок¬ 
ружности. Разделив пополам угол между утренним и 
полуденным положениями тени, мы получим на¬ 
правление прямой север — юг, проходящей через ос¬ 
нование гномона. 

Следуя наставлениям Витрувия, разделим окруж¬ 
ность на 16 частей и, приняв прямую север — юг за ось 
симметрии (разумеется, рекомендации Витрувия мы 
воспроизводим не дословно), разобьем круг на 8 рав¬ 
ных секторов. Каждому из главных ветров соответ¬ 
ствует 1 / 8 круга, и городские улицы следует прокла¬ 
дывать так, чтобы их направления располагались 
между направлениями господствующих ветров и эти 
сильные ветры не дули вдоль улиц и аллей. 

Витрувий предполагает, что его читатели знают, 
как разделить угол пополам и, следовательно, при 
повторном делении получить четвертую, восьмую и, 
наконец, шестнадцатую часть исходного угла. По¬ 
смотрим, как Витрувий делает это. 

Возьмем окружность с центром в точке А (рис. 2). 
Прямая, проходящая через центр окружности,— диа¬ 
метр окружности — делит ее пополам. Пусть точки Е 
и Р — концы диаметра. Поместив острие одной ножки 
циркуля в точку Е и придав ему раствор, равный 


* Быть может, читателю будет небезынтересно узнать их на¬ 
звания: Галлик, Суперн, Борей, Карбас, Орнитий, Цеккил, Воль- 
турн, Эвроцирций, Альтан, Либонот, Субвеспер, Аргест* Этезий, 
Цирций, Кор и Фракий. — Прим, перев . 
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Рис. 2. 

отрезку ЕР, проведем новую окружность. Затем, по¬ 
местив острие одной ножки циркуля в точку Р и 
придав ему раствор, равный отрезку ЕР, проведем 
третью окружность. Пусть Р и С} — точки пересечения 
двух последних окружностей. Тогда прямая РС} про¬ 
ходит' через центр исходной окружности и делит по¬ 
полам каждую из* полуокружностей, на которые диа¬ 
метр ЕР разбивает исходную окружность. Не кажется 
ли вам, что это утверждение нуждается в. доказа¬ 
тельстве? Если вы настаиваете на необходимости до¬ 
казательства, то позволительно спросить: «А что, 
собственно* означает «доказать» то или иное утверж¬ 
дение геометрии?» (см. стр. 179). Пока условимся 
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временно считать, что приведенное выше построение 
правильно. 

Предположим, что полуокружность, построенная 
на отрезке ЕР как на диаметре, с центром в точке А 
разделена пополам в точке Я и требуется разделить 
пополам дугу ЯР. Выполним построение, аналогичное 
приведенному выше. Поместив острие одной ножки 
циркуля в точку Я и придав ему раствор ЯР , опишем 
окружность. Затем поместим острие ножки циркуля в 
точку Р и опишем окружность тем же радиусом ЯР. 
Прямая, проходящая через точки пересечения этих 
двух окружностей, делит пополам дугу ЯР. Если 
середину дуги ЯР обозначить Г, то дуга ТР составляет 
Ѵв исходной окружности с центром в точке А. Разде¬ 
лив дугу ТР пополам, мы получим требуемую Ѵіс : 
если 0 — точка, делящая пополам дугу ТР , то дуга 
ѴР так же, как и дуга ІП , составляет 7іѳ исходной 
окружности. 

Предположим теперь, что раствор циркуля можно 
фиксировать. Поместив острие одной ножки циркуля 
в точку II, а острие другой — в точку Р, зафиксируем 
раствор, равный отрезку ѴР. Отложив затем по обе 
стороны от линии север — юг по 7ів окружности, мы 
получим сектор, в котором дует ветер Австр (рис. 1). 

Поскольку мы заговорили о фиксации раствора 
нашего циркуля, следует заметить, что окружность 
данного радиуса АВ с центром О можно построить и в 
том случае, если мы располагаем лишь «закрываю¬ 
щимся» циркулем, не позволяющим переносить отре¬ 
зок заданной длины с одной части бумажного листа 
на другую. Древнегреческие геометры, по-видимому, 
пользовались циркулем без шарнирного соединения 
ножек, что не позволяло фиксировать его раствор. 
Стоило лишь оторвать такой циркуль от подноса с 
песком, на котором производились геометрические 
построения, как его ножки смыкались. 

Пусть О, А и В — заданные точки (рис. 3). Требу¬ 
ется построить окружность с центром О и радиусом 
АВ У не пользуясь при этом циркулем (или каким- 
нибудь другим инструментом), позволяющим перено¬ 
сить отрезок заданной длины. Прежде всего проведем 
окружность с центром О и радиусом О А и другую 
окружность с центром А и радиусом АО. Предполо- 
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Рис. 3. 


жим, что эти окружности пересекаются в точках И и 
Е. Проведем затем окружности с центром й и радиу¬ 
сом йВ и с центром Е и радиусом ЕВ , пересекающиеся 
в точке Р. Наконец, проведем окружность с центром О 
и радиусом ОР. Это и есть та окружность, которую 
требовалось построить — с центром О и радиусом, 
равным отрезку АВ. Иначе говоря, АВ = ОР. 

Если провести окружность с центром А и радиусом 
АВ , то соображения симметрии в современном пони¬ 
мании позволяют доказать правильность приведенно¬ 
го выше построения, поскольку весь чертеж в целом 
симметричен * относительно прямой ОЕ. Эквивалент¬ 
ное доказательство правильности построения, быть 
может, несколько более легкое для понимания, приве¬ 
дено в упражнениях в конце этой главы (упражне¬ 
ние 7). 

Мы упомянули о «закрывающемся» циркуле пото¬ 
му, что в «Началах» Евклида — великой книге по гео¬ 
метрии, с которой нам предстоит подробно ознако¬ 
миться в главе 6, циркуль с фиксированным раствором 
(называемый также современным циркулем) никогда 
не используется для перенесения отрезков или дуг на 


* Начертите рис. 3 на листке бумаги и перегните его вдоль 
прямой ОЕ. Что вы при этом заметите? 
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окружности. Из доказанного нами следует, что сов¬ 
ременный циркуль не обладает никакими преимуще¬ 
ствами перед циркулем Евклида. 

В своем сочинении Витрувий отводит много места 
(хотя и не так много, как Леонардо да Винчи в своих 
записных книжках) пропорциям человеческого тела. 
Эта тема вплетается в последующие рассуждения о 
симметрии. Витрувий считает, что симметрия возни¬ 
кает из пропорции — соответствия между размерами 
частей и целого и размерами некоторой части, вы¬ 
бранной за эталон, или модуль. Без симметрии и 
пропорций строение храма лишено правильности, то 
есть соразмерности отдельных частей, присущей хо¬ 
рошо сложенному человеческому телу. 

Приведем те пропорции, о которых говорит в своем 
сочинении Витрувий. По его мнению, природа сотво¬ 
рила человеческое тело так, что лицо от подбородка 
до верхней границы лба и самых корней волос со¬ 
ставляет 7ю всей длины тела; такую же долю состав¬ 
ляет длина ладони от запястья до кончика среднего 
пальца; голова от подбородка до макушки составляет 
Ѵз, от верхней части груди вместе с шеей до корней 
волос — Ѵіб и от середины груди до макушки — 
74 всей длины тела. 

Если длину лица принять за единицу, то расстоя¬ 
ние от низа подбородка до нижних оконечностей 
ноздрей составляет 7з длины лица; столько же при¬ 
ходится на расстояние от нижних оконечностей нозд¬ 
рей до прямой, соединяющей концы бровей; расстоя¬ 
ние от этой прямой до корней волос также составляет 
Ѵз длины лица. 

Длина ступни составляет 7« длины всего тела, 
длина руки до локтя и ширина груди — также 
і /а длины тела. Остальные части тела обладают свой¬ 
ственными им симметричными пропорциями. Исполь¬ 
зуя их в своих работах, знаменитые скульпторы и 
художники древности снискали себе безграничную 
славу в веках... 

Следующий отрывок из Витрувия породил множе¬ 
ство рисунков. 

„...Далее важно следующее наблюдение: 
центр человеческого тела, естественно, представ¬ 
ляет пуп; если положить человека на спину с 
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распростертыми руками и ногами* а центр цирку¬ 
ля поместить в пупке и очерчивать окружность, то 
линия этой окружности будет касаться пальцев 
той и другой руки и ноги. Но не только фигура 
круга образует человеческое тело, подобным же 
образом найдется в нем и очертание квадрата; 
если произвести обмер от концов ног до макушки 
головы и эту меру приложишь к распростертым 
рукам, тѳ длина и ширина окажутся равными, как 
это бывает на ровной поверхности, которую по 
мерке делают квадратной 11 *. 

На вклейке 2 воспроизведена иллюстрация из 
французского издания Витрувия 1684 г., поэтому на 
ней наряду с греческими и римскими показаны и 
королевские: (то есть французские) единицы сравни¬ 
тельных измерений. Позднее Леонардо, да Винчи про¬ 
иллюстрировал развитую Витрувием концепцию про¬ 
порций человеческого тела рисунком, который пока¬ 
зан на вклейке 3. 

Обратимся к еще одной стороне- концепции Витру¬ 
вия. Вид человеческой, фигуры, вписанной в окруж¬ 
ность, наводит на мысль о том, что в действительности 
римляне распинали людей в виде буквы X, но первые 
художники, запечатлевшие в своих творениях наибо¬ 
лее памятное распятие в истории, сочли позу распято¬ 
го не слишком изящной и изменили форму креста на 
которая известна нам пѳ бесчисленным картинам и 
скульптурам. 

В такого рода книгах, как наша, следуя логике 
развития основной идеи, необходимо необычайно бы¬ 
стро перемещаться во времени, причем как в одну, так 
в другую сторону. Мы уже- упоминали Л.е Корбюзье 
как современного архитектора, использующего в 
своей работе модули. В одной из своих книг он рас¬ 
сказывает следующую историю-Некоторое время 
Корбюзье работал над- системой модулей, взяв за 
основу рост человека в 1,75 м. (Примерно таков рост 
среднего француза.) При этом ряд чисел двух 
шкал — красной и голубой — плохо поддавались о к- 


Л п® Л Х! Л кту?е - - Стр. 77. 
стр 233^2~і° РбЮЗЬе ' А Р хитект УР а XX века.- 


■ М.: Прогресс, 1970, 
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руглению. (В главе 4 будут приведены некоторые 
подробности этих расчетов.) Тогда один из сотрудни¬ 
ков Корбюзье заявил: «Значения, принятые «модулё- 
ром», определены, исходя из роста человека 1,75 м. 
Но это скорее рост француза. У англичан, как вы, 
наверное, читали в их детективных романах, красав¬ 
цы мужчины, например полисмены, неизменно имеют 
рост 6 футов». «Мы попытались,— продолжает Кор¬ 
бюзье,— применить этот эталон, 6 футов =6X30,48= 
= 182,88 см. К нашему восхищению, шкала нового 
модулёра, построенная, исходя из роста человека в 
6 футов, легко переводилась для футов — дюймов в 
целые числа на всех ступенях». Корбюзье построил 
также модули, основанные не только на росте чело¬ 
века в 6 футов, но и на размере человека такого ро¬ 
ста с вытянутой вверх рукой. Именно такую фигуру 
Корбюзье избрал в качестве своего рода символиче¬ 
ского герба «модулёра». 

Витрувий отмечает, что отдельные части человече¬ 
ского тела с незапамятных времен служили основой 
производимых измерений. Очевидным примером мог 
бы служить фут (стопа). Некоторые из таких мер 
(пядь, палец, локоть ) сегодня устарели. 

Витрувий часто ссылается на пифагорейцев, уче¬ 
ников и последователей Пифагора. Предполагают, что 
Пифагор жил с 572 по 490 г. до н. э., а пифагорейское 
братство процветало до 415 г. н. э. Сочинение Витру¬ 
вия разбито на множество мелких фрагментов. Автор 
объясняет, что при выборе формы изложения он сле¬ 
довал учению пифагорейцев. По утверждению Витру¬ 
вия, Пифагор и его последователи считали наиболее 
удобным излагать свое учение в книгах по системе 
кубов. Они установили, что куб состоит из 216 строк и 
что каждое сочинение не должно превышать трех ку¬ 
бов. Если куб бросить на плоскость, то он встанет на 
одну из своих граней и будет устойчиво стоять подоб¬ 
но игральной кости на доске стола. Свою систему 
пифагорейцы назвали системой кубов, по-видимому, 
потому, что названное выше число строк, брошенное 
словно игральная кость в человеческий разум, прочно 
запечатляется в памяти... 

Нетрудно видеть, что 216 = 6-6-6, но это разло¬ 
жение ничего не говорит нам о том, каким образом 
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пифагорейцы связали названное число с кубом. Ха¬ 
рактерное для мышления пифагорейцев представле¬ 
ние о том, что сущность Вселенной можно познать, 
изучая свойства геометрических тел, и ныне не 
следует считать отмершим. Мы будем неоднократно 
возвращаться к нему в дальнейшем. Высказывание 
Платона «Бог любит геометрию» часто цитировалось 
в 30-е годы нашего столетия, когда физики-теоретики 
занимались построением моделей атома, и геометрия 
считалась неотъемлемым атрибутом всех разумных 
существ. 

Среди множества историй, которые рассказывает 
Витрувий, одна повествует о философе Аристиппе, 
выброшенном после кораблекрушения на остров Ро¬ 
дос. Заметив начертанные на прибрежном песке гео¬ 
метрические фигуры, Аристипп приободрил товари¬ 
щей по несчастью: «Воспряньте духом! Я вижу следы 
человека!» Этот эпизод изображен на гравюре из 
вышедшего в 1710 г. латинского перевода «Кониче¬ 
ских сечений Аполлония», выполненного Эдмундом 
Галлеем. Пока Аристипп благоговейно созерцает на¬ 
чертанную на песке пару сопряженных гипербол, его 
спутники гибнут в волнах. Увы, не всякий, кто преус¬ 
пел в занятиях геометрией, отмечен еще и добрыми 
человеческими качествами! Если судить о человече¬ 
ских качествах лишь по увлечению геометрией, то 
легко впасть в ошибку. 

На протяжении долгого времени никто не сомне¬ 
вался в существовании каналов на Марсе. Отсюда 
следовал «непреложный» вывод об обитаемости этой 
планеты. Однако с появлением более мощных теле¬ 
скопов выяснилось, что объекты, которые ранее при¬ 
нимали за каналы, таковыми не являются, и от пред¬ 
ставлений о разумных обитателях Марса всем, кроме 
писателей-фантастов, пришлось отказаться. Теперь 
мы располагаем даже крупномасштабными фотогра¬ 
фиями Марса, снятыми почти «вплотную». Предпри¬ 
нимались также попытки послать в космическое про¬ 
странство закодированные сообщения, которые были 
бы понятны разумным существам, стоящим на высо¬ 
кой ступени развития. Если бы мы захотели найти 
подходящую замену марсианским каналам и вычер¬ 
тить в огромном масштабе какую-нибудь геометриче- 
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Рис. 4. 


скую фигуру, заведомо способную убедить внеземных 
наблюдателей в существовании на планете Земля ра¬ 
зумных форм жизни, то вряд ли можно было бы 
предположить что-либо более удачное, чем знамени¬ 
тая фигура, приведенная Евклидом при доказатель¬ 
стве великой теоремы Пифагора: квадрат, построен¬ 
ный на гипотенузе, равен сумме квадратов, построен¬ 
ных на катетах (рис. 4). Доказательство этой теоремы 
в «Началах» Евклида представляет собой логическое 
следствие из других теорем о площадях, на которые 
разбивают изображенную на рис. 4 фигуру различные 
линии. Возможны и другие доказательства. Одно из 
них предложено в качестве упражнения в конце этой 
главы. 

Ту же идею высказал Жюль Верн в романе 
«С Земли на Луну прямым путем за 97 часов 
20 минут». Следующий отрывок из этого романа за¬ 
служивает того, чтобы привести его здесь: 
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„...Несколько дней назад один немецкий мате¬ 
матик предложил снарядить ученую экспедицию 
в сибирские степи. Там, среди широких равнин, 
можно было бы изобразить гигантские геометри¬ 
ческие фигуры, и притом настолько яркие, что они 
будут видны с Луны, между прочим пифагоров 
треугольник, который в просторечии называется 
«Пифагоровы штаны». «Всякое разумное суще¬ 
ство,— утверждал геометр,— должно понять на¬ 
учное значение этой фигуры. Поэтому селениты, 
если только они существуют, ответят подобной же 
фигурой, и тогда легко будет создать алфавит, 
который даст людям возможность обмениваться 
мыслями с обитателями Луны» 

Впервые я прочитал Жюля Верна лет сорок назад, 
но эта его идея глубоко засела в моем подсознании. 

Однако обратимся снова к древним геометрам. 
Известно, что Платон очень интересовался геомет¬ 
рией, и Витрувий приводит одну из его теорем — 
теорему об удвоении квадрата. Предположим, что 
задан квадрат со стороной в 10 футов и, следователь¬ 
но, с площадью в 100 квадратных футов. Как по¬ 
строить квадрат площадью в 20 квадратных футов? 
Способ построения такого квадрата показан на рис. 5, 
а его правильность очевидна, поскольку новый ква¬ 
драт состоит из четырех треугольников, каждый из 
которых конгруэнтен (равен) треугольнику, состав¬ 
ляющему половину исходного квадрата. 

Витрувий замечает, что эту задачу нельзя решить 
арифметически и ссылается на открытие, вызвавшее 
кризис в развитии математической мысли Греции: 
если стороны квадрата имеют единичную длину, то 
длина его диагонали не представима в виде рацио¬ 
нального числа, то есть в виде дроби р/с 7 , где р и д—■ 
целые числа. По теореме Пифагора, квадрат, постро¬ 
енный на диагонали, равен сумме квадратов, 
построенных на единичных сторонах, поэтому (диаго¬ 
наль ) 2 = 2 и длина диагонали составляет л/2 единиц. 
Весьма просто доказать, что число V2 не может быть 


* Верн Ж. Собр. соч. в 12 т., т. 1, — М.: ГИХЛ, 1954, 
стр. ооо—334, 
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Рис. 5. 


рациональным, а других чисел греки в то время не 
знали (доказательство см. ниже). 

Существует теорема, обратная теореме Пифагора, 
которая утверждает, что если для треугольника со 
сторонами а, Ь и с справедливо соотношение а 2 = 
= Ь 2 + с 2 , то такой треугольник прямоугольный. Про¬ 
стейший из таких треугольников имеет стороны дли¬ 
ной в 5, 4 и 3 единицы. (Под «простейшим» здесь 
следует понимать треугольник, длины сторон которого 
выражаются целыми числами, причем эти числа — 
наименьшие из возможных.) По-видимому, древние 
цивилизации, предшествовавшие греческой, умели 
строить прямые углы,, но не известно, как они это 
делали. Утверждение о том, что соотношение 5 2 = 
= З 2 + 4 2 было известно древним египтянам и они 
использовали для построения прямых углов веревку, 
разделенную узлами на 3, 4 и 5 равных частей, весьма 
уязвимо, Витрувий об этом знал. В его сочинении 
треугольник со сторонами 5, 4 и 3 упоминается при 
рассмотрении способа построения ступеней лестниц 
(рис. 6). 

Витрувий сообщает, что Пифагор, сформулировав 
теорему, косящую ныне его имя, принес в жертву 
богам быка. По свидетельству же Цицерона, великий 
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Рис. 6. 


геометр неизменно жертвовал по быку всякий раз, 
когда совершал «геометрическое открытие», а доказав 
свою знаменитую теорему, пришел в такой восторг, 
что отправил на заклание сто быков! 

Традиция отмечать из ряда вон выходящее от¬ 
крытие весьма распространена среди ученых, но 
большинство известных мне математиков полагают, 
будто царство божие — в них самих, и, выполнив 
хорошее исследование, стараются потрафить своему 
внутреннему «я». Так, те, кто курит сигары, покупают 
себе коробку каких-нибудь особенных сигар, ублажая 
свое внутреннее сознание или подсознание, как бы оно 
там ни называлось, чтобы оно «выдало» что-либо еще 
более выдающееся. Математики стали придерживать¬ 
ся подобной практики задолго до появления теорий 
Скиннера о подкреплении организмом новых реак¬ 
ций. 

Витрувий приводит малоизвестною теорему Пла¬ 
тона как пример извечной благодати, проистекающей 
от деятельности великих мужей науки в отличие от 
деятельности атлетов, не оставляющих после себя ни¬ 
чего. Витрувия, по-видимому, сильно задевало, что в 
его время атлеты получали гораздо большее вознаг¬ 
раждение, чем философы. Лучше бы наоборот... 
зо 


Платон решил задачу об удвоении квадрата, но 
существует другая знаменитая задача древности, из¬ 
вестная как «задача об удвоении куба», которая ре¬ 
шается не столь просто. Витрувий сообщает легенду, 
связанную с ней. 

Во время страшной эпидемии чумы дельфийского 
оракула спросили, как умилостивить богов, чтобы они 
умерили свою ярость. Ответ оракула гласил, что 
недовольство богов вызвано размерами алтаря, на 
котором им приносят жертвы. Боги требовали возве¬ 
сти новый алтарь вдвое большего объема. Старый 
алтарь имел форму куба, поэтому новый алтарь пред¬ 
стояло воздвигнуть также в форме куба с ребром, 
равным ка , где а — длина ребра старого алтаря, а 
к 3 = 2. 

Некий юный и весьма невежественный стихотворец 
посвятил этому событию поэму, в которой утверждал, 
что жители Афин якобы воздвигли новый алтарь, все 
размеры которого вдвое превышали соответствующие 
размеры старого алтаря. Поэма за одну ночь обрела 
известность! Над вопиющим невежеством ее автора в 
геометрии потешалась вся Греция: бедняга не знал, 
что если удвоить размеры старого алтаря, то объем 
нового алтаря возрастет не в 2, а в 8 раз... 

Разумеется, мы далеко ушли со времен антично¬ 
сти, но как-то раз, когда мне пришлось заниматься 
обжигом керамических статуэток, я узнал, что при 
пользовании печью плата взымается за каждый 
квадратный дюйм поверхности изделия. На мой во¬ 
прос о том, как подсчитать число квадратных дюймов 
в поверхности статуэтки, мне ответили, что длину 
статуэтки нужно умножить на ее ширину! Великий 
Джонатан Свифт в «Путешествиях Лемюэля Гулли¬ 
вера», вышедших в свет в начале XVIII в., делает 
много замечаний математического характера, причем 
всегда безошибочных! Во время своего первого путе¬ 
шествия Гулливер попадает к крохотным человеч¬ 
кам— лилипутам. Следующий отрывок имеет самое 
непосредственное отношение к затронутой нами теме: 

„Пусть читатель благоволит обратить внима¬ 
ние на то, что в последнем пункте условий моего 
освобождения император постановляет выдавать 
мне еду и питье в количестве, достаточном для 
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прокормления 1728 лилипутов. Спустя некоторое 
время, я спросил у одного моего придворного 
друга, каким образом была установлена такая 
точная цифра. На это он ответил, что математики 
его величества, определив высоту моего роста при 
помощи квадранта и найдя, что эта высота нахо¬ 
дится в таком же отношении к высоте лилипута, 
как двенадцать к единице, пришли к заключению, 
что объем моего тела равен по крайней мере 
объему 1728 тел лилипутов, а следовательно, оно 
требует во столько же раз больше пищи“ *. 
[Заметим, что 1728 = 12-12-12.] 

Задачу об удвоении куба древние греки решили 
после того, как изобрели новые математические кри¬ 
вые (см. стр. 289). 

Быть может, следующее замечание покажется чи¬ 
тателю не лишенным интереса. Когда Платона спро¬ 
сили, каков, по его мнению, смысл прорицания дель¬ 
фийского оратора, мудрец ответил, что греки оставили 
занятия геометрией в постыдном небрежении и ора¬ 
кул хотел обратить их внимание на это упущение. Со¬ 
временный эквивалент дельфийского оракула, где ты? 

Будучи архитектором, Витрувий в своем сочинении 
не мог не затронуть такие вопросы, как место распо¬ 
ложения зданий, их внешний вид и влияние на их 
конструкцию погодных условий. Он высказывает так¬ 
же некоторые замечания о влиянии климата на лю¬ 
дей. 

На севере, по утверждению Витрувия, обитают 
расы высокого роста, хорошего телосложения, с пря¬ 
мыми русыми волосами, голубоглазые и полнокров¬ 
ные. (Должно быть, Витрувий имеет в виду кельтские 
расы: римляне на протяжении нескольких столетий 
оккупировали Британию.) Расы, живущие в непо¬ 
средственной близости от полуденной зоны, в местах, 
где Солнце проходит прямо над головой, отличаются 
низкорослостью, смуглым цветом кожи, курчавыми 
волосами. У них черные глаза, сильные ноги, но они 
малокровны. Вследствие малокровия жители жарких 


* Свифт Дж. Путешествия в некоторые отдаленные страны 
света Лемюэля Гулливера, сначала хирурга, а потом капитана 
нескольких кораблей, — М. — Л.: «Асасіетіа», 1932, стр. 74, 
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стран испытывают робость при виде меча, но -легко 
переносят жару и лихорадки. Те же, кто рожден на 
севере, быстро теряют силы и в меньшей степени 
способны выдерживать лихорадку, но в силу прису¬ 
щего им полнокровия бесстрашно оказывают сопро¬ 
тивление силе оружия... 

Римляне занимают как раз такие владения, какие 
нужно: их страна расположена в самом центре мира, 
посреди других народов и стран. Подобно тому, как 
планета Юпитер, хранящая умеренную температуру, 
движется между жаркой планетой Марс и холодной 
планетой Сатурн, Италия, расположенная между се¬ 
вером и югом, сочетает в надлежащих пропорциях 
свойства того и другого, что дает ей неоспоримые 
преимущества. Используя их, она мощной рукой раз¬ 
бивает храбрые натиски северных варваров и своей 
мудростью парализует тонкие расчеты южан... 

Вопреки утверждению Витрувия о низкорослости 
рас, обитающих в непосредственной близости от по¬ 
луденной зоны, среди рабов, привезенных из необъ¬ 
ятных африканских владений Римской империи, 
встречались и люди высокого роста. По-видимому, это 
были представители народности динка. 

Витрувий в строении зданий и в своих рассужде¬ 
ниях отдает явное предпочтение симметрии. Свои умо¬ 
заключения он излагает округлыми периодами, и вы¬ 
вод каждого из них нетрудно предвидеть. 

Но вернемся к внешнему виду зданий. Витрувий 
был хорошо осведомлен об эффектах, вызываемых 
атмосферной рефракцией. Как и многие из тех, кто 
жил через столетия после него, Витрувий считал, что 
лучи света истекают из глаз, а не попадают в них ог 
рассматриваемого предмета. Однако это заблужде¬ 
ние не имело особого значения, поскольку Витрувий 
знал все, что необходимо знать архитектору об искус¬ 
стве и оптических иллюзиях. К такому выводу приво¬ 
дят его обстоятельные комментарии по поводу по¬ 
стройки храмов. Все храмы возводились с колоннами, 
которые суживались кверху, за счет чего создавалась 
иллюзия большей высоты. На рис. 7 показан нехитрый 
геометрический инструмент, позволяющий достигать 
того же эффекта при черчении. В главе 2 мы еще 
вернемся к этому древнему устройству. 
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С)Р = ссж$1:ап^ 

Рис. 7» 

Далее Витрувий справедливо обращает внимание 
на то, что, встав перед зданием, вы видите его верх¬ 
нюю часть как бы наклоненной назад. Однако приро¬ 
ду этой иллюзии Витрувий объясняет неправильно, 
полагая, будто она обусловлена тем, что отрезок 
прямой, проведенной от глаза до вершины здания, 
длиннее отрезка прямой, проведенной от глаза до ос¬ 
нования. Чтобы компенсировать эту иллюзию, Витру¬ 
вий предлагает наклонять вперед на У 12 своей высоты 
все части здания, расположенные выше капителей ко¬ 
лонн архитравы, фризы, карнизы, тимпаны, фронтоны 
и так далее, и утверждает, что если последовать его 
рекомендации, то все детали будут казаться стоящи¬ 
ми в правильном вертикальном положении. 

В своем настойчивом стремлении ввести оптиче¬ 
ские иллюзии в архитектуру Витрувий явно подража¬ 
ет древнегреческим образцам. Он всегда с неизмеіь 
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Рис. 8. 

а — дорический, 6 — ионіч.ск ій, в — коринфский ордера. 

ным почтением отзывается о древних, хотя замечает, 
что и современная ему римская архитектура обладает 
многими высокими достоинствами. 

В древнегреческой и римской архитектуре встеча- 
лись колонны трех типов: коринфские, ионические и 
дорические, и Витрувий подробно излагает их исто¬ 
рию и детальное устройство. Тип колонн нетрудно 
распознать по капителям (рис. 8). Прежде чем при¬ 
ступить к приведенному у Витрувия описанию орде¬ 
ров, рассмотрим метод приближенного построения 
спиралей, встречающихся в ионическом ордере. Этот 
метод предложен Дюрером в его труде по практиче¬ 
ской геометрии, речь о котором пойдет ниже, но, по- 
видимому, он был известен Витрувию Спираль при 
таком построении состоит из последовательности дуг 
окружностей (рис. 9). Точка Р і служит центром дуги 





2 * 


Рис. 9, 
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в четверть окружности, точка Р 2 — центром следую¬ 
щей дуги, точка Р г — дуги, сопрягающейся с преды¬ 
дущей, и так далее. Каждая дуга равна четверти 
окружности, а радиусы дуг могут убывать по любому 
закону. Более подробно мы рассмотрим спирали в 
главе о кривых. 

Первым, сообщает Витрувий, еще в глубокой 
древности появился дорический ордер. Согласно ле¬ 
генде, строители измерили след мужской ступни и 
нашли, что он составляет у 6 часть человеческого ро¬ 
ста. Найденную пропорцию они перенесли на колонну 
и толщину ее у основания отложили 6 раз в высоту, 
включая капитель. Так дорическая колонна стала во¬ 
площать в себе пропорции, силу и красоту мужского 
тела... Позднее, когда древним грекам захотелось по¬ 
строить в честь Дианы храм нового ордера, они, исхо¬ 
дя из размеров ноги, изыскали пропорции, свойствен¬ 
ные стройной женщине, и построили колонну, 
толщина которой составляла У 8 от высоты, чтобы 
колонна казалась более высокой на вид. Так они 
изобрели два различных типа колонн: один — по виду 
похожий на обнаженного мужчину, другой — напо¬ 
минающий изяществом, украшениями и пропорциями 
стройную женщину. 

Высота капители ионической колонны должна со¬ 
ставлять лишь Уз толщины колонны, в то время как 
высота капители коринфской колонны равна ее тол¬ 
щине. Капитель коринфской колонны украшают ли¬ 
стья аканта. Витрувий приводит легенду об их появ¬ 
лении. Как-то раз Каллимах, проходя мимо надгробия 
юной коринфской девы, увидел побеги аканта, изо¬ 
гнувшиеся под тяжестью корзины с безделушками 
покойной, которую ее кормилица принесла на могилу. 
Пораженный красотой линий, Каллимах воплотил по¬ 
беги аканта в колоннах, которые он строил (вклей¬ 
ка 6). 

Лист аканта — по-видимому, наиболее часто ис¬ 
пользуемый мотив во всей истории декоративного ис¬ 
кусства. Говоря о фресковой живописи, Витрувий с 
горечью жалуется на современных ему художников- 
декадентов, предпочитавших расписывать стены раз¬ 
ного рода нелепицами, вместо того чтобы правдиво 
изображать реальные предметы. 
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„Вместо колонн ставят тростинки, вместо по¬ 
катых кровель — маленькие ложчатые завитки со 
скрюченными листьями и волютами или, напри¬ 
мер, канделябры, поддерживающие изображения 
маленьких зданий; над фронтонами этих зданьиц 
поднимающиеся со своих корней один за другим 
хрупкие стебельки с волютами несут на себе, во¬ 
преки здравому смыслу, сидячие фигуры, или та¬ 
кие же стебельки несут на себе еще другие стату¬ 
этки— одни с человеческими, другие с звериными 
головами. 

Таких вещей не существует, не может суще¬ 
ствовать и никогда не существовало на свете 14 *. 

К счастью, живописцы никогда не следовали на¬ 
ставлениям архитекторов и, изображая те или иные 
предметы, не помышляли о соблюдении «правил 
безопасности». По этому пункту мы расходимся во 
мнениях с Витрувием. Впрочем, нельзя не признать, 
что все высказанные на страницах десяти книг «Об 
архитектуре» суждения весьма здравы. 

При постройке театров особое внимание уделялось 
акустике. Витрувий воздает хвалу древним архитек¬ 
торам за их высокое искусство, позволяющее им со¬ 
здать непревзойденные образцы. Мы уже упоминали 
о бронзовых сосудах, игравших роль резонаторов для 
усиления голоса актеров. Разумеется, эти сосуды дав¬ 
но исчезли из развалин древнегреческих амфитеатров, 
но и сегодня одно из наиболее ярких впечатлений 
оставляет идеальная акустика амфитеатра в Эпидав- 
ре, которую может испытать всякий, кто туда 
попадает. Стоя на краю этой гигантской чаши, можно 
без труда разобрать каждое слово, произнесенное 
шепотом посредине сцены. Разумеется, не исключена 
случайность столь удачной планировки, но Витрувий 
всерьез озабочен тем, чтобы зрители хорошо слышали 
актеров, и для достижения своей цели готов исполь¬ 
зовать все известные ему средства. 

Можно почти с уверенностью утверждать, что 
планировка некоторых современных театров с круглой 
сценой обязана своим происхождением незнанию 
того, как выглядела сцена во времена Шекспира. 


* Об архитектуре. — Стр. 192, 
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Лишенная усилительных устройств,-такая планировка 
дозволяет зрителю расслышать примерно четвертую 
часть того, что произносят, актеры, поскольку режис¬ 
сер неукоснительно следит за тем, чтобы актеры по¬ 
давали свои реплики, обращаясь, по очереди ко всем 
четырем углам театрального зала. 

На вклейке 4 воспроизведена планировка римского 
театра по Витрувию. Выбрав главный центр, проведем 
окружность, служащую внутренним периметром зри¬ 
тельских скамей, и впишем в нее на равных расстоя¬ 
ниях друг от друга 4 равносторонних треугольника, 
как это делают, по словам Витрувия, астрологи при 
построении 12 знаков зодиака (12 точек, равномерно 
размещенных по окружности на угловом расстоянии в 
30° друг от друга). Внешняя окружность означает 
наружный периметр театра, где находилась колонна-: 
д ; а —- место прогулок зрителей во время антрактов. 
Орхестра представляла собой полукруг перед сценой, 
на котором располагался хор, а в случае необходимо¬ 
сти — музыканты. Там же были отведены места для 
привилегированной публики. На приведенном у Вит¬ 
рувия чертеже орхестра занимает верхнюю половину 
внутреннего круга, а прямая йО отделяет орхестру от 
просцениума ЕЕЕ. Радиусы, проведенные из центра 
круга к вершинам верхних треугольников, указывают 
направления входов в орхестру и ступеней, ведущих к 
зрительским скамьям. Линия ЕЕ означает переднюю 
границу самой сцены, линия СО указывает заднюю 
границу сцены — постсцениум. Механизмы для смены 
декораций находятся в точках О. 

В сочинении Витрувия упоминаются вращающие¬ 
ся треугольные призмы, грани которых несут на себе 
разные декорации. Если по ходу действия требова¬ 
лось сменить декорации или под раскаты грома появ^ 
лялись боги, то призмы поворачивались, обращаясь к 
зрителю новой гранью. 

Сцены подразделялись на трагические, комические 
и сатирические. Трагические сцены происходили среди 
колонн, фронтонов, статуй и прочих царских аксессу¬ 
аров. Комические сцены изображали жилища обык¬ 
новенных людей, балконы ,и виды из окоц. В сатири¬ 
ческих сценах действие развертывалось на фоне 
деревьев, пещер, гор и прочих атрибутов деревенского 
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пейзажа. В трагических сценах никогда не участвова¬ 
ли простые смертные. В сатирических сценах появля¬ 
лись сатиры — лесные божества из свиты Бахуса: 
У них обычно были остроконечные уши, короткие 
рожки, человеческие голова и тело и козлиные ноги. 
Сатиры любили необузданное веселье и в своем пове¬ 
дении сильно смахивали на козлов. Недавно появи : 
лось сообщение о том, что во время таких 
сатирических сцен разбрасывалось большое количе¬ 
ство конского навоза (натурального ли или искус- 1 
ственного — неизвестно). 

Витрувий обращает внимание на то, что при уст¬ 
ройстве римского театра платформу сцены необходи¬ 
мо опускать глубже, чем в греческом театре, посколь¬ 
ку все действующие лица римского театра нахо¬ 
дятся на сцене, а места в орхестре отведены для се¬ 
наторов. 

В основу планировки греческого театра положены 
3 квадрата и 3 центра (вклейка 5). Орхестра про¬ 
сторнее, чем в римском театре. Передняя граница 
сцены несколько отодвинута назад, но сама сцена 
обладает меньшей глубиной. Трагические и комиче¬ 
ские актеры играют на сцене, а остальные — в орхег 
стре. 

Уже упоминалось о том, что Витрувий считал 
необходимыми для архитектора познания в астроно¬ 
мии и в теории движения небесных светил. Говоря о 
последней, он имел в виду астрологию, начало кото¬ 
рой заложили халдеи. Витрувий считал самоочевид 1 
ной необходимость учитывать влияние, оказываемое 
небесными светилами при различных их расположе¬ 
ниях. Рассуждая об устройстве солнечных часов, он 
упоминает об 1 /\$ окружности. Эта дуга стягивает 
центральный угол в 360°/15 =24° При измерений 
угловых величин мы все еще пользуемся вавилонской 
числовой системой. Если когда-нибудь измерение уг¬ 
лов перейдет на метрическую систему, то какой угол 
будет принят за 100? Будет ли это развернутый угол в 
180° или полный угол в 360°? Зная, что произошло с 
английским фунтом при переходе к десятичной де¬ 
нежной системе, ответить на наш вопрос с уверенно¬ 
стью невозможно. Нередко верх одерживает ирраци¬ 
ональное. 



Каким образом Витрувий при помощи циркуля и 
линейки получил угол в 24°?Архитектор знал Евклида 
и умел строить правильный пятиугольник (фигуру с 
пятью сторонами), вписанный в заданную окруж¬ 
ность. Каждая сторона такого пятиугольника стяги¬ 
вает центральный угол в 360°/5 =72°. Построив рав¬ 
носторонний треугольник, Витрувий получил угол в 
60°. Наконец, вычитая из 60° половину угла в 72° (то 
есть угол в 36°), он построил угол в 24°. Об Евклиде 
еще пойдет речь в главе 6. 

Обратимся теперь к некоторым из описанных Вит¬ 
рувием механизмов. Великолепные их изображения 
помещены в прекрасном французском издании Вит¬ 
рувия. Описание одометра — прибора для измерения 
пройденного экипажем расстояния — встречается еще 
у Архимеда, и Витрувий также его приводит. Если на 
колесе экипажа, имеющем в диаметре 4 фута, поста¬ 
вить отметку в том месте, где оно касается земли, и 
заставить экипаж двигаться до тех пор, пока отметка 
в первый раз не коснется земли вновь, то, замечает 
Витрувий, экипаж успеет переместиться на 12у 2 фута. 
Эта величина соответствует значению фундаменталь¬ 
ной постоянной я — отношению длины окружности к 
диаметру, равному 3,125, что намного меньше истин¬ 
ного значения. Архимед, о работах которого Витрувий 
отзывается с одобрением, заведомо использует гораз¬ 
до лучшее приближение. Впрочем, не исключено, что в 
экземпляр сочинения Витрувия, которым пользовался 
переводчик французского издания 1684 г., в этом ме¬ 
сте вкралась ошибка. 

Описанный Витрувием одометр представлял собой 
устройство, которое крепилось к оси экипажа. Когда 
колесо экипажа совершало один обарот, барабан с 
400 зубцами по окружности поворачивался на 1 зубец. 
Полный оборот барабана соответствовал перемеще¬ 
нию экипажа на 400* (12,5) =5000 футов. При этом в 
бронзовый сосуд падал один камешек. Если 5000 фу¬ 
тов составляли 1 римскую милю, то число камешков, 
накопившихся в сосуде к концу пути, совпадало с 
пройденным расстоянием в римских милях. 

Если исключить бронзовый сосуд и камешки, то 
аналогичный принцип используется в конструкциях 
таксометров и по настоящее время. Другое устройство 
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с зубчатыми колесами, давно вышедшее из употреб¬ 
ления,— водяные часы. Во французском издании Вит¬ 
рувия приведены великолепная иллюстрация (вклей¬ 
ка 8) и полное описание, заслуживающее того, чтобы 
его повторить. 

Вода равномерно подается по трубке А, которая 
находится внутри правого херувима, и вытекает нару¬ 
жу в виде слез из его глаз. Когда слез собирается 
достаточно много, вода через отверстие М, располо¬ 
женное рядом с трубкой А, попадает в трубку СО, 
внутри которой имеется поплавок. По мере повышения 
уровня воды поплавок поднимается, толкая левого 
херувима с указкой. За 24 часа херувим успевает 
подняться вдоль всей колонны, на которой нанесены 
метки, соответствующие каждому часу дня и ночи. 

Но вода поступает и в трубку РВ. Когда поплавок, 
двигаясь в трубке СО, достигает верхнего положения, 
вода доходит до самого верха трубки РВ и начинает 
стекать по колену ВЕ, приводя в действие сифон. Этот 
сифон откачивает всю воду из трубки РВ, и вода 
попадает на мельничное колесо /(, заставляя его по¬ 
вернуться на у 6 полного оборота. Тем временем левый 
херувим с указкой в руке соскальзывает вниз. Распо¬ 
ложенные внизу зубчатые колеса подобраны так, что 
каждые 24 часа, когда вода начинает изливаться, 
колонна поворачивается на Ѵзвб полной окружности. 

Помимо этого различия между общепринятым в 
настоящее время числом дней в году и продолжи¬ 
тельностью года, которая считалась разумной во 
Франции 1684 г., часовые деления на вращающейся 
колонне водяных часов, как и в современных водяных 
часах, неравномерны и нанесены так, что позволяют 
различать часы в любое время дня и ночи летом и 
зимой, весной и осенью *. 

Мы не можем закрыть сочинение Витрувия, не 
упомянув о том, что в нем содержатся также описания 
различных водоподъемных устройств. Такие устройства 


* Объясняя устройство водяных часов, сам Витрувий гово¬ 
рит о годе, разделенном на 365 дней. Такая продолжительность 
года была установлена юлианским календарем в 46 г. до н. э. 
Быть может, в конструкции французских часов нашли отражение 
трудности, связанные с необходимостью учитывать високосные 
годы. 



и; в частности, то из них, которое называется архи¬ 
медов винт (вклейка 9), до сих пор находят при¬ 
менение. Так, в бытность свою в Судане в 50-е годы к 
наблюдал архимедов винт в действии. Вероятно, это 
одно из простейших и надежнейших в эксплуатации 
устройств, позволяющее поднимать воду с одного 
уровня на другой. 

Наконец, Витрувий приводит описания множества 
боевых машин. Из всех иллюстраций к французскому 
изданию его книги наибольшее впечатление произво¬ 
дит та, на которой изображена таранная башня 
(вклейка 7) высотой в 20-этажный дом с лестницей 
внутри. 

Победы римлян, например победы Юлия Цезаря, 
как замечал всякий, кому доводилось читать их опи¬ 
сания, в значительной мере предопределялись дости¬ 
жениями инженерной мысли, которые противник 
считал практически неосуществимыми (наведение мо¬ 
стов через, казалось бы, непреодолимую водную пре¬ 
граду и т. п.). Читая прямодушного бесхитростного 
Витрувия, нельзя не ощутить существовавшей в его 
времена замечательной техники и весьма глубокой 
степени владения практической геометрией. 


Упражнения 

1. На отрезке АВ при помощи циркуля и линейки построен 
равносторонний треугольник АВС. По другую сторону от него на 
том же отрезке постройте еще один равносторонний треугольник 
АВй. Заметьте, что отрезок СО делит отрезок АВ пополам. 

2. Проведите окружность с центром в точке О и выберите 
на ней две различные точки А и В. На отрезке АВ постройте 
равносторонний треугольник АВС. Соедините вершину С отрез¬ 
ком ОС с центром окружности О. В каком отношении находится 
прямая ОС к дуге АВ ? В каком отношении находится та же пря¬ 
мая к углу АОВ ? 

3. Проведите окружность с центром в точке О и выберите 
на ней произвольную точку А. Проведем окружность с центром 
в точке А и радиусом АО, пересекающую первую окружность в 
точках В и Р. Затем проведем еще одну окружность с центром 
в точке В и радиусом ВО, пересекающую первую окружность в 
точках С и А. Продолжайте в том же духе и дальше до тех пор, 
пока не получите вписанный в первую окружность правильный 
шестиугольник АВСОЕР и одновременно — орнамент для украше¬ 
ния круглого окна. 
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А. Предыдущее^, упражнение убедилр. вас„в..том,;зто .правилъ- 
ими шестиугольник АВСОЕР можно построить, если, выбрать за 
исходную любую точку А окружности и двигаться по окружно¬ 
сти все время в одну и ту же сторону, отступая каждый раз на 
шаг, равный радиусу окружности. Вы также увидели, что от од¬ 
ного конца А диаметра окружности к другому концу О можно 
перейти, не пользуясь линейкой. Начертите правильный шести¬ 
угольник, вписанный в окружность, разделите пополам дуги А В, 
ВС и СО и, соединив середины дуг с центром О, продлите полу¬ 
ченные прямые до повторного пересечения с окружностью. Вы 
узнаете, где расположены вершины правильного двенадцатиуголь¬ 
ника, вписанного в ту же окружность. Повторите построение, рас¬ 
смотренное в предыдущем упражнении, то есть переходя от од¬ 
ной вершины двенадцатиугольника к другой, опишите окружно¬ 
сти с центром в очередной вершине и радиусом, равным радиусу 
исходной окружности. Вы получите еще один орнамент для ук¬ 
рашения круглого окна. 

5. Проведите окружность с центром в точке О. Пусть АЕ — 
ее диаметр. Разделив пополам дуги АЕ, АС и СЕ, найдите точки 
С, В и О (совпадающие с серединами этих дуг). Продлите от¬ 
резки ОВ, ОС и Ой до повторного пересечения с окружностью. 
Вы получите правильный восьмиугольник, вписанный в окруж¬ 
ность. Проведите окружность с центром в вершине А радиусом 
АВ. Повторите аналогичное построение для всех вершин восьми¬ 
угольника. 

6. Проведите окружность с центром в точке О и впишите в 
нее правильный пятиугольник АВСйЕ. (Построение правильного 
пятиугольника при помощи циркуля и линейки будет описано в 
главе 2, а пока можно воспользоваться тем, что каждая из сто¬ 
рон пятиугольника, например АВ, стягивает центральный угол в 
72° с вершиной в точке О.) Проведите окружность с центром в 
точке А радиусом АВ. Проделайте аналогичное построение для 
всех вершин правильного пятиугольника и вы получите еще один 
орнамёнт для украшения круглого окна. 

7. Даны 3 точки О, А и В, расположенные так, что АО > 
> АВ. Мы хотим провести окружность с центром точке О ра¬ 
диусом АВ, не перенося длину отрезка при помощи циркуля. По¬ 
строим на отрезке АО равносторонний треугольник А00. Пусть 
окружность с центром в точке А и радиусом АВ пересекает от¬ 
резок Ай в точке Р, расположенной между точками А и О, а 
окружность с центром в точке О радиусом ОР пересекает отре 1 
збк 00 в точке С, лежащей между точками О и О. Докажите, 
что длина отрезка 00 равна длине отрезка АВ и поэтому окруж¬ 
ность с центром в точке О и радиусом 00 удовлетворяет на¬ 
шим требованиям. Сравните это построение с приведенным на 
стр. 21. Рассмотрите случай, когда АО < АВ. 

8. Начертите правильный пятиугольник (см. упражнение 6) 
и нарисуйте мужскую (или женскую) фигуру, вписанную в него 
так, чтобы ее голова, руки и ноги совпадали с вершинами-патш 
угольника. 

9. Пользуясь приближенным- методом Дюрера (см. стр‘. 35 ) і 
начертите при помощи циркуля две спирали й впишите* ,; ил- в 
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рисунок ионической колонны. (Достаточно довести построение до 
Р 4 , а затем дорисовать волюту от руки.) 

10. Пусть АВСй — квадрат со стороной а + 6; Р — точка на 
стороне АВ , находящаяся на расстоянии а от вершины А и, сле¬ 
довательно, на расстоянии Ь от вершины В\ ($ — точка на сто¬ 
роне ВС , находящаяся на расстоянии а от вершины В и на рас¬ 
стоянии Ь от вершины С; Р — точка на стороне СО, находящая¬ 
ся на расстоянии а от вершины С и на расстоянии Ь от вершины 
Д и, наконец, 5 — точка на стороне йА, находящаяся на рас¬ 
стоянии а от вершины О и на расстоянии о от вершины А. Убе¬ 
дитесь в том, что РС}РЗ — квадрат, непосредственной проверкой 
этого, если вы не знаете, как доказать требуемое утверждение. 
Пользуясь теоремой о площади прямоугольного треугольника с 
катетами а и Ь, равной аЬ/ 2, и площади квадрата со стороной 
а + Ь, равной (а + Ь) 2 , вычислите площадь квадрата РС}Р8. Вы¬ 
ведите отсюда теорему Пифагора о том, что площадь квадрата, 
построенного на гипотенузе прямоугольного треугольника, равна 
сумме площадей квадратов, построенных на его катетах. Для 
этого вам придется воспользоваться алгебраическим тождеством 
(а + Ь) 2 = а 2 + 2аЬ + Ь 2 . 



Глава 2 


Альбрехт Дюрер 


Альбрехт Дюрер жил совсем в иную эпоху — с 
1471 по 1527 г., поэтому неожиданный переход от 
Витрувия к Дюреру при обсуждении взаимосвязей 
геометрии и семи свободных искусств первоначально 
может удивить, хотя в действительности он достаточ¬ 
но обоснован. О Дюрере часто говорят как о человеке, 
ставшем олицетворением Возрождения в Германии 
(здесь оно совпало с Реформацией). Дюрер был не 
только превосходным геометром, но и мыслителем с 
необычайно широким кругозором, которого интересо¬ 
вало многое из того, что лежит за пределами геомет¬ 
рии. Но первостепенное значение для Дюрера имело 
его искусство. В своем творчестве он никогда не упу¬ 
скал из виду те фундаментальные проблемы, которые 
впоследствии были отнесены к эстетике — теории пре¬ 
красного. 

Мы остановили свой выбор на Дюрере еще и пото¬ 
му, что о нем многое известно. Дюрер написал два 
трактата: один по дескриптивной геометрии под на¬ 
званием «Руководство к измерению» (о построениях 
при помощи циркуля и линейки), другой под назва¬ 
нием «Четыре книги о пропорциях» * (имеются в виду 
пропорции человеческого тела). Оба трактата были 

* Полное название первого трактата гласит: «Руководство к 
измерению при помощи циркуля и линейки в линиях, плоскостях 
и целых телах, составленное Альбрехтом Дюрером и напечатан¬ 
ное на пользу всем любящим знания с надлежащими рисунками 
в 1525 году». Столь же пространно по обычаю того времени и 
название другой книги: «О пропорциях человеческого тела, най¬ 
денных и описанных Альбрехтом Дюрером из Нюрнберга на 
пользу всем любящим таковую науку». Частичный перевод их с 
ранненововерхненемецкого и комментарии Ц. Г. Несселыптрауц 
см. Дюрер А. Дневники. — Письма. — Трактаты. Т. 1, 2. — Л. — 
М.: Искусство, 1957. Все последующие ссылки на работы и пись¬ 
ма Дюрера даются по этому изданию. — Прим, переѳ. 
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задуманы как составные части более обширной про¬ 
граммы, осуществить которую Дюрер йе : успел. 
В дальнейшем мы будем называть первый трактат 
«Руководством», а второй — «Четырьмя книгами». 

Сохранились письма Дюрера к его другу Вили- 
бальду Пиркгеймеру, охватывающие тот период, ког¬ 
да Дюрер покинул родной Нюрнберг и отправился 
сначала в Венецию, а затем в Болонью, чтобы углу¬ 
бить свои познания в теории перспективы, и подроб¬ 
ный дневник, который Дюрер вел во время поездки в 
Голландию, куда отправился вместе с женой и ее 
служанкой. 

Пиркгеймер был человеком состоятельным, в то 
время как Дюрер, выросший в семье ремесленника — 
золотых дел мастера, нередко испытывал нужду в 
деньгах. Во многих письмах к Пиркгеймеру Дюрер 
сетует на затруднительность своего финансового по¬ 
ложения. Не остаются без внимания и другие темы, 
например сердечные дела Пиркгеймера. Великолеп¬ 
ные по стилю, пронизанные искренней дружбой, 
письма рождают у современного читателя чувство 
глубокой симпатии и к Пиркгеймеру, и к Дюреру. 
Пиркгеймер обладал изрядной для его времени уче¬ 
ностью, тогда как познания Дюрера в латыни были 
весьма скромными. По-видимому, Дюрер часто поль¬ 
зовался книгами из библиотеки Пиркгеймера, сохра¬ 
нившейся и поныне, и прибегал к помощи друга, когда 
требовалось перевести с латыни те ученые труды, ко¬ 
торые Дюрер не мог прочитать в подлиннике. Друже¬ 
ские отношения между Дюрером и Пиркгеймером за¬ 
нимают видное место в истории искусства. Их можно 
сравнить, хотя они и не в такой мере проникнуты 
трагическими моментами, с дружбой Винсента Ван 
Гога и его брата Тео. Именно Пиркгеймер взял на 
себя наблюдение за печатанием «Четырех книг» после 
смерти Дюрера. Неповторимая индивидуальность 
Дюрера ярко ощущается в его письме к Пиркгеймеру, 
написанном во время работы над трактатом о про¬ 
порциях. Намереваясь посвятить свои сочинения Пирк¬ 
геймеру, Дюрер хотел, чтобы тот написал к ним преди¬ 
словие, и обратился к другу со следующей просьбой: 

„Мой господин, я прошу Вас составить пре¬ 
дисловие так, как я укажу ниже. 


46 



Во-первых, я желаю, чтобы в нем не чувство¬ 
валось никакого восхваления или высокомерия/, 
Во-вторых, чтобы не упоминалось о зависти. 
В-третьих, чтобы не было речи ни о чем дру¬ 
гом, кроме того, что написано в этой книжечке. 

В-четвертых, [следует указать,] что не было 
использовано ничего, украденного из других 
книг. 

В-пятых, я предназначаю это только для на¬ 
ших немецких юношей. 

В-шестых, я весьма хвалю итальянцев за их 
нагие фигуры и перспективу. 

В-седьмых, я прошу всех, обладающих каки¬ 
ми-либо знаниями, чтобы они обнародовали 
их“ * 

Несмотря на столь ясные и четкие инструкции, 
Пиркгеймер в своем предисловии затронул темы, ко,- 
торые Дюрер просил не упоминать. По-видимому, в т$ 
времена считалось обычным предостерегать критиков 
от зависти к автору. Обратился к критикам с таким 
предостережением и Пиркгеймер. Поскольку он не 
внял и другим просьбам друга, Дюрер был вынужден 
обратиться к нему с еще одним письмом. Приводимой 
ниже отрывок из этого письма дает хорошее пред: 
ставление о замыслах Дюрера: 

,,...Поскольку моя книжечка не содержит ни¬ 
чего другого, кроме учения о пропорциях, я хотел 
бы, чтобы то, что говорится о живописи, было 
оставлено для книжечки, в которой я напишу о 
живописи... Эти пропорции, если они будут пра : 
вильно поняты, могут быть использованы живо¬ 
писцами, скульпторами, работающими по дереву 
и камню, золотых дел мастерами, литейщиками 
металла, горшечниками, которые лепят из глины, 
и всеми, кому приходится делать изображения 4 ** 

Свой труд Дюрер посвятил Пиркгеймеру. Многое 
из того, о чем он просил друга упомянуть в предисло¬ 
вии, содержится в «Посвящении». До выхода «Четы¬ 
рех книг» из печати Дюрер не дожил. 

Сочинения Дюрера неоднократно переиздавались и 
сни Скали своеМ у автору славу писателя и художника. 

* Дюрер А. — Т. 2, стр. 220. 
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К счастью, Дюрер не получил традиционного образо¬ 
вания, которое принято было давать юношам из не¬ 
мецких семей, принадлежащих к высшим сословиям, 
и его познания в латыни были весьма скромными. 
Немецкий язык Дюрера, как и язык Мартина Лютера, 
берет начало не в цветистой латыни Цицерона, а 
уходит корнями в живую речь простолюдинов на ули¬ 
це. Если Дюрер сталкивается с необходимостью изоб¬ 
рести новые слова для обозначения математических 
понятий, то он заимствует их из лексикона хорошо 
известных ему людей — ремесленников Нюрнберга. 
Это привело к великолепным результатам: язык Дю¬ 
рера прост, сочен и, разумеется, удобопонятен. 

Мы уже упоминали, что Дюрер побывал в Болонье, 
где усовершенствовал свои познания в теории пер¬ 
спективы — искусстве изображать трехмерное про¬ 
странство на плоской поверхности. Во времена 
средневековья этой проблеме не придавали особого 
значения, о чем наглядно свидетельствуют картины 
этого периода, выставленные в любом музее. Изобра¬ 
жения предметов на таких картинах как бы распла¬ 
станы по холсту или по крайней мере воспринимаются 
нами, как плоскостные. Достигаемый при этом эффект 
нередко бывает очень сильным, и некоторые из совре¬ 
менных художников также прибегают к нему. Именно 
в таком стиле написаны некоторые интерьеры Ма¬ 
тисса. 

Еще в XIV в. многих художников привлекла идея 
рассматривать картину как своего рода окно, сквозь 
которое зритель видит ту или иную часть мира. Нари¬ 
совать наблюдаемые объекты совсем нетрудно. По 
мере удаления от зрителя размеры предметов умень¬ 
шаются, а параллельные края пола или потолка схо¬ 
дятся к дальнему концу комнаты, когда вы смотрите 
на них. В частности, прямые, перпендикулярные пло¬ 
скости картины (и называемые перпендикулярами) и 
лежащие в одной плоскости, наподобие борозд вспа¬ 
ханного поля, выглядят так, будто все они проходят 
через одну и ту же точку, лежащую на горизонте. 

Значительный прогресс был достигнут около 
1420 г., когда ребра куба, не перпендикулярные пло¬ 
скости картины, были изображены сходящимися к 
двум точкам на горизонте, называемом в теории пер- 
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Рис. 10. 


спективы линией схода (рис. 10). К середине века 
пришли к тому, что все перпендикуляры, а не только 
перпендикуляры, лежащие в одной и той же плоско¬ 
сти, следует рисовать сходящимися в одну точку схо¬ 
да, и знание одной лишь этой точки достаточно для 
установления горизонта, представляющего собой не 
что иное, как горизонтальную линию, проходящую на 
картине через эту точку. 

Несколько раньше художников занимала пробле¬ 
ма изображения эквидистантных трансверсалей. 
Представьте себе, что вы установили картину в ком¬ 
нате, пол которой выложен квадратными плитками. 
Одни стороны плиток перпендикулярны плоскости 
картины, другие образуют равноотстоящие парал¬ 
лельные прямые, пересекающие пол в поперечном 
направлении, — эквидистантные трансверсали. Как 
изобразить их на картине? Еще в 1435 г. в моде был 
неправильный «метод большого пальца», по кото¬ 
рому расстояние на картине между соседними 
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трансверсалями следовало каждый раз уменьшать на 
одну треть. 

К пятидесятым годам было найдено правильное 
остроумное решение проблемы (рис. 11). Квадрат 
АВСб — это вид сверху на пол комнаты, разделен 
нрій на одинаковые квадратики. Прямые ВС и Л В пер¬ 
пендикулярны плоскости картины, эквидистантные 
трансверсали пересекают сторону ВС квадрата АВСО 
в,, дочках Р у б и В. На картине все перпендикуляры 
будут пересекаться в одной точке (обозначим ее С), а 
трансверсали останутся параллельными стороне ЛВ, 
которую можно считать неизменной. Заметим, что 
каждый из 16 квадратиков, на которые разделен 




квадрат АВСО, имеет по две диагонали. Диагонали 
всех квадратикой Можно разбить на два семейства 
так, что все диагонали, входящие в одно семейство*, 
параллельны. 

Если через точку I! провести прямую ѵ, парал¬ 
лельную отрезку АВ, то прямая ѵ будет линией гори¬ 
зонта, и семейство диагоналей, параллельных прямой 
ЕС?, изобразится на картине в виде семейства прямых, 
проходящих через точку № на линии горизонта у. 
Этого достаточно для того, чтобы построить изобра¬ 
жения всех трансверсалей, хотя нельзя не заметить; 
что и другому семейству параллельных диагоналей на 
картине тоже соответствует семейство прямых, прохо¬ 
дящих через другую точку горизонта ѵ. 

Чтобы найти изображение трансверсали, проходя¬ 
щей через точку Р, заметим, что точки А, Е, Е, О и В 
остаются неизменными при переходе от натуры к кар¬ 
тине. Проведем прямую 0№. Пусть Р' — точка пере¬ 
сечения этой прямой с прямой ВЦ. Тогда прямая, 
проходящая на картине через точку Р' параллельно 
прямой АВ, соответствует трансверсаііи, проходящей 
в натуре через точку Р. 

Чтобы найти изображение трансверсали, проходя¬ 
щей через точку (?, проведем прямую Е№. Пересече¬ 
ние этой прямой с прямой Віі даст нам точку <2'. 
Проведя через (?' прямую параллельно АВ, получим 
изображение трансверсали, проходящей в натуре че¬ 
рез (?. Если чертеж построен правильно и точка ІІ 
лежит на перпендикуляре, проходящем через середи¬ 
ну отрезка АВ, то можно проверить, что одно семей¬ 
ство диагоналей на чертеже проходит через точку №, 
а другое — через точку на ѵ , отстоящую на такое же 
расстояние от точки V, как и точка №. 

Работы Дюрера, выполненные в конце XV — нача¬ 
ле XVI вв., обнаруживают великолепное владение 
перспективой. Однако Дюрер всегда стремился к со¬ 
вершенствованию своего искусства, а потому его осо¬ 
бенно интересовали теоретические основы перспекти¬ 
вы. Ни одной книги на эту тему в то время еще не 
было, но теория, обычно приписываемая выдающему¬ 
ся архитектору Филиппо Брунеллески, была известна 
в Италии узкому кругу посвященных уже более полу¬ 
века. Поэтому Дюрер в 1506 г. покидает Венецию и 
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отправляется более чем за сто миль в Болонью, чтобы 
изучить «тайное» искусство. 

В этой главе мы намереваемся, помимо прочего, 
показать, что теория перспективы естественно следует 
из некоторых соображений геометрии, хотя искусство 
построения перспективных изображений на практике 
сложилось в виде свода определенных правил (имен¬ 
но так ему обучают и поныне). Оно не имело ничего 
общего с математическим анализом процесса зрения, 
известного в древности как оптика, а во времена 
средневековья — как перспектива . В главе 5 при раз¬ 
боре сочинения Евклида «Оптика» мы увидим, что, 
пытаясь выразить в виде геометрических теорем связь 
между так называемой реальностью предметов и 
ощущениями, составляющими наши зрительные обра¬ 
зы, Евклид внес весьма скромный вклад в разработку 
этой теории. 

Евклид постулировал, что мы ощущаем предметы, 
когда исходящие от них прямолинейные лучи сходят¬ 
ся в нашем глазу, поэтому всю систему лучей зрения 
можно представить себе в виде пирамиды, вершина 
которой находится в глазу, а основанием которой 
служит рассматриваемый нами предмет. Евклид ввел 
также постулат о том, что кажущиеся размеры пред¬ 
мета зависят от угла , под которым он виден. Ра¬ 
зумеется, теория зрения призвана объяснить не толь¬ 
ко кажущиеся размеры предметов, но и многое дру¬ 
гое. Некоторые ее разделы не бесспорны до сих 
пор. 

Но вернемся к Евклиду. В его теории оптики, судя 
по тому, что нам о ней известно, не затрагивались 
проблемы построения изображений на картинах и 
рисунках художников. На протяжении многих веков 
идея сечения пирамиды сходящихся в глазу световых 
лучей плоскостью (картиной) никому не приходила в 
голову. Нам с нашими проекторами, лампами, сияю¬ 
щими во тьме, и тому подобными устройствами эта 
идея кажется тривиальной, но понадобился Брунел¬ 
лески, чтобы сформулировать великое понятие: изо¬ 
бражение на картине получается при сечении плоско¬ 
стью картины пирамиды или конуса сходящихся в 
глазу световых лучей, соединяющих одноглазого ху¬ 
дожника с рассматриваемым им предметом. Перспек- 
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тива, по существу, представляет собой не что иное, как 
теорию зрения одноглазого художника. 

Небезынтересно отметить, что эта идея не встре¬ 
чается ни в одном из известных сочинений Евклида 
(правда, многие из его трудов бесследно исчезли). 
Ниже теория перспективы будет изложена весьма по¬ 
дробно. Дюрер был достаточно хорошим геометром, 
чтобы воспринимать все, чему итальянцы могли 
научить его, и поездка в Болонью, по-видимому, при¬ 
несла ощутимые результаты. Проблемы перспективы 
возникают в работах Дюрера, появившихся между 
1510 и 1515 гг. Именно в этот период была создана 
одна из его известнейших работ — «Меланхолия I» 
(вклейка 10). 

Меланхолию, первоначально считавшуюся наиме¬ 
нее желательным из четырех настроений, вызываемых 
кровью, флегмой, желтой или черной желчью, во вре¬ 
мена Возрождения стали отождествлять с артистиче¬ 
ским темпераментом, или, если воспользоваться изби¬ 
тым современным выражением, творческим началом . 
На гравюре Дюрера Меланхолия окружена атрибу¬ 
тами геометрии и зодчества, но, по-видимому, мысль о 
необъятности знания повергает ее в бездеятельность и 
отчаяние. Современный искусствовед мог бы многое 
рассказать об этой гравюре, поскольку каждый изоб¬ 
раженный на ней предмет глубоко символичен, но мы 
перейдем к другой, не менее известной гравюре Дю¬ 
рера «Святой Иероним в своей келье» (вклейка 11), 
созданной в тот же период. 

Дюрер, по-видимому, ощущал, что эта гравюра 
гармонирует с «Меланхолией I», поскольку он часто 
дарил или продавал их вместе. Не исключено, что «Св. 
Иеронима» и «Меланхолию» допустимо рассматри¬ 
вать как аллегории божественного и земного знания , 
хотя так же, как и по поводу картин о божественной и 
земной любви, можно спорить о том, какая из алле¬ 
горий соответствует божественному и какая — земно¬ 
му. На недавней распродаже в крупном магазине 
гравюр и эстампов Кольнаги на Бонд-стрит в Лондоне 
«Меланхолия I» продавалась за 4500, а «Св. Иеро¬ 
ним» за 8500 фунтов стерлингов. Столь крупные сум¬ 
мы обескуражили бы Дюрера, нередко испытывавше¬ 
го денежные затруднения. В один из периодов его 
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>*Ййзни имгіератор Максимйлианг С' которым ДкЗрер 
находился в хороших отношениях, обратился к горОД- 
сКЙму магистрату Нюрнберга с просьбой не взымать с 
Дюрёра налогов, но магистрат неохотно делал исклю¬ 
чения, и Дюрер благоразумно отказался от предло¬ 
жения императора. Вскоре после этого Максимилиан 
назначил Дюреру пенсию. Но император умер, а его 
преемнику—Карлу V — понадобилось немало време¬ 
ни, прежде чем он взял на себя обязательства своего 
предшественника. К концу жизни Дюрер обратился к 
магистрату Нюрнберга с предложением принять от 
него на хранение значительную сумму денег и выпла¬ 
тить ему за это вознаграждение в размере около 5% 
от* суммы. Магистрат согласился. После смерти Дю¬ 
рера размеры вознаграждения, выплаченного его 
вдове, были понижены до 4%. 

В «Руководстве» Дюрера теория перспективы до¬ 
стигает своего рода кульминации. Дюрер предлагает 
несколько устройств и приспособлений, позволяющих 
получить правильную перспективу скорее механиче¬ 
скими, чем математическими средствами. Некоторые 
из этих устройств были известны и до Дюрера; в 
частности, о них заведомо знал Леонардо да Винчи. 
Глаз наблюдателя фиксирует точку зрения. Между 
глазом и предметом помещается стеклянная пластин¬ 
ка или рамка, разделенная на небольшие квадраты 
сеткой из черных нитей. В первом случае, копируя 
контуры модели в том виде, в каком они видны на 
стеклянной пластинке, и перенося их на доску или 
бумагу, можно получить почти правильное изображе¬ 
ние. Во втором случае воспринимаемое художником 
изображение разделено на мелкие квадраты, содер¬ 
жимое которых нетрудно перерисовать на листе 
бумаги, разделенном соответствующим образом на 
квадраты. Поскольку нежелательно, чтобы пдаз ху¬ 
дожника отстоял от стеклянной пластинки более чем 
на длину вытянутой руки, глаз можно заменить^ уш¬ 
ком большой игл'ы, воткнутой в стёну, сквозь которое 
пропущена нить с грифелем на другом конце (вклейка 
14). «Прицелившись» в характерные точки предмета, 
художник может отметить их на стеклянной пластин¬ 
ке и получить их перспективное изображение из точки, 
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в. которой находится ушко иглы, не двигая при этолі 
своим глазом. 

Рассмотрим теперь перспективу с чисто геометри¬ 
ческой точки зрения. Хотя представление о совокуп¬ 
ности воспринимаемых глазом лучей как о конусе или 
пирамиде с вершиной в глазу наблюдателя изложено 
в «Оптике» Евклида, лишь Брунеллески, живший че¬ 
рез два тысячелетия после Евклида, предложил рас¬ 
сматривать картину как сечение евклидовой пирамиды 
плоскостью. Ниже мы излагаем взгляды Брунеллески 
в том виде, как это представляется наиболее есте¬ 
ственным геометру XX в. 

Точка V означает глаз художника (рис. 12), а — 
горизонтальная плоскость, которую мы хотим изобра¬ 
зить на картине, и а — плоскость, перпендикулярная 
плоскости а' Мы смотрим на точки Р' плоскости а' и 
изображаем их в виде таких точек Р на плоскости а, 
что продолжение отрезка РР' проходит через точку V 



Плоскость а/ 



Можно сказать, что мы проектируем точки плоскости 
а' на точки плоскости а (или наоборот) из центра 
проекции V. 

Назовем прямую пересечения плоскостей а и о! осью 
проекции. Заметим, что все точки, лежащие на оси 
проекции, при проектировании переходят сами в себя, 
то есть Я = Я'. Так происходит потому, что точка Я 
принадлежит одновременно плоскостям а' и а. Про¬ 
ведя на плоскости а' прямую проходящую через 
точку /?, соединив отрезками прямых все точки Р ' 
прямой I' с точкой V и построив пересечения этих 
отрезков с плоскостью а, мы получим новую прямую 
I, лежащую в плоскости а и также проходящую через 
точку Я. Можно просто сказать, что, соединив точку V 
с точками прямой мы получим плоскость, и прямая 
/ представляет собой не что иное, как линию пересе¬ 
чения этой плоскости с плоскостью а. Итак, худож¬ 
ник, глаз которого совмещен с точкой V , изображает 
лежащую в плоскости а' прямую V в виде прямой /, 
лежащей в плоскости картины а, причем натурная 
линия и ее изображение пересекаются в некоторой 
точке на оси проекции*. 

Вообразим, что точка Р' удаляется от точки Я , 
оставаясь на прямой Тогда изображающая ее точ¬ 
ка Р все более приближается к точке ф, лежащей в 
плоскости а и расположенной так, что прямая ѴО. 
параллельна плоскости а\ то есть прямая сколько 
бы ее ни продолжали, нигде не пересекается с пло¬ 
скостью а'. Точка С? лежит на прямой ѵ , называемой 
линией горизонта , или горизонтом , проекции — эта 
прямая получается при пересечении плоскости а и 
плоскости, проходящей через точку V параллельно 
плоскости а'. Представьте себе, что вы держите книгу 
за корешок, направленный вдоль прямой ѴС}. Одна из 
страниц книги (отличающаяся необычайной жестко¬ 
стью) лежит в плоскости, образованной прямыми I и 
Г. Раскроем книгу так, чтобы другая (столь же жест¬ 
кая) страница совпала с плоскостью, задаваемой пря¬ 
мыми пг и т' (рис. 12); при этом прямая пг должна 


* Плоскость а называется картинной плоскостью (или пло¬ 
скостью картины), плоскость а' — предметной плоскостью , а ось 
проекции — основанием картины. — Прим, перев. 
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проходить через точку С?, а прямая т! будет парал¬ 
лельна прямой которая в свою очередь парал¬ 
лельна прямой }. 

На чисто геометрическом языке это означает, что 
если прямая параллельна плоскости а', то пло¬ 
скости, проходящие через прямую ѴС ?, пересекаются 
с плоскостью а' по прямым, параллельным прямой 
Щ и с плоскостью а по прямым, проходящим через 
точку <2. 

Итак, мы доказали, что семейство параллельных 
прямых на плоскости а! должно изображаться се¬ 
мейством пересекающихся прямых плоскости а, при¬ 
чем точка пересечения лежит на прямой ѵ — линии 
горизонта, и различным направлениям на плоскости 
а' соответствуют различные точки на прямой ѵ. 

В этом простом утверждении заключен результат 
эволюции, которую претерпела практика перспективы 
в течение весьма длительного периода. 

Предположим, что мы опустили перпендикуляр ѴМ 
на плоскость а и ѴС} составляет с 1ЛѴ угол 45°. Тогда 
угол N^V также равен 45°, так как сумма углов 
любого треугольника равна двум прямым углам, и 
поэтому іѴ( 2 = УѴІЛ Следовательно, если на прямой ѵ 
найти точку (2, которая соответствует прямым на пло¬ 
скости а', образующим угол 45° с осью проекции, то 
расстояние УѴ( 2 равно расстоянию от точки зрения V 
до картинной плоскости. 

Взглянув еще раз на рис. 11, мы увидим, что 
отрезок ѴѴ/ задает расстояние от точки зрения V до 
картинной плоскости, точка і/ соответствует точке ;Ѵ 
на рис. 12, и диагонали малых квадратов образуют 
угол 45° с осью проекции АВ. 

Следует заметить, что если оставить горизонталь¬ 
ную плоскость а' и рассмотреть любую точку, лежа¬ 
щую в пространстве на прямой ѴР' , то эта точка 
изобразится на плоскости нашей картины той же точ¬ 
кой Р. Прямая С}Р\ не лежащая в плоскости а', 
изобразится на картине прямой <2^?, и любая прямая 
на плоскости, задаваемой тремя точками С}, Р и Р\ 
также изобразится прямой С}Р . Стоит лишь попытать¬ 
ся изобразить предметы в трехмерном пространстве на 
двумерной плоскости, как взаимно-однозначное соот¬ 
ветствие между точками нарушится, не говоря уже 
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о точках линии горизонта ѵ , которым не соответствуй# 
никакие точки на плоскости а'. 

Тем не менее мы вправе утверждать, что любой 
прямой в пространстве, параллельной прямой 
Ѵ ( ? (рис. 12), соответствует некоторая прямая в пло¬ 
скости а , проходящая через точку (}. Как известно, в 
трехмерном пространстве любые две параллельные 
прямые лежат в одной плоскости. Пусть п — прямая в 
пространстве, параллельная прямой 1/(2. Выберем 
произвольную плоскость, проходящую через Ѵ(2, и 
начнем поворачивать ее вокруг прямой 1/(3 до тех пор, 
пока в ней не окажется прямая п. Мы знаем, что, 
соединив точку V с точками прямой /г, получим пря¬ 
мую, проходящую на плоскости а через точку С}. 
В этом и состоит теоретическое обоснование перспек¬ 
тивного изображения кубообразного здания на рис. 10. 
На линии горизонта ѵ существует ровно одна точка , 
соответствующая любому семейству прямых в про¬ 
странстве , параллельных плоскости а' и друг другу 
в том смысле, что все такие прямые на картине изо¬ 
бражаются в виде прямых, переходящих через одну 
и ту же точку горизонта ѵ. 

Возвращаясь к Дюреру, можно сказать, что он не 
внес ничего нового в теорию перспективы, развитую 
итальянцами. Но последняя часть дюреровского «Ру¬ 
ководства» примечательна в двух отношениях. Во- 
первых, она представляет собой первое в литературе 
документальное свидетельство строго научного под¬ 
хода жителя северных широт к решению проблемы, 
относящейся целиком к сфере изобразительного ис¬ 
кусства. Никто из предшественников и многие из 
современников Дюрера не сознавали, что правила 
построения перспективного изображения основаны на 
восходящем к Евклиду представлении о пирамиде 
зрения. В 1546 г. даже вышло в свет несколько отча¬ 
сти эмпирических, отчасти ошибочных трактатов о 
перспективе. Во-вторых, самое место, отведенное Дю¬ 
рером в «Руководстве» теории перспективы,— заклю¬ 
чительная часть трактата — подчеркивало, что эта 
теория — отнюдь не чисто техническая дисциплина, 
которой навсегда отведена сугубо вспомогательная 
роль в живописи и архитектуре, а важный раздел 
математики, не утративший способности к развитию, 
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И действительно, теория перспективы со временем 
развилась в проективную геометрию. 

Не следует никогда забывать о том, что теория 
перспективы — это наука о видении одним глазом. Но 
стоит лишь задуматься над тем, что же мы видим 
двумя глазами, как перед нами открывается обшир¬ 
ная область, и поныне усердно возделываемая физио¬ 
логами, физиками и философами. Но вернемся к «од¬ 
ноглазой» (монокулярной — звучит изящнее) пер¬ 
спективе. 

Предположим, что в большой квадрат АВСй на 
выложенном плитками полу (рис. 13) вписана ок¬ 
ружность, касающаяся каждой из четырех его сторон. 
Мы отнюдь не ожидаем, что изображение вписанной 
окружности на картине будет иметь форму окружно¬ 
сти, и действительно получаем некоторую овальную 
кривую, называемую эллипсом. Этот эллипс также ка¬ 
сается четырех сторон фигуры АВСО. Покажем, как 
построить 12 точек эллипса, позволяющих получиті? 
достаточно точное представление о том, как он вы- 
к'іядит. В главе 7 мы расскажем о том, как построить 
перспективное изображение любой окружности, 

Точка О — центр исходной окружности на рис. 13— 
переходит в точку О' пересечения диагоналей АС и 
ВО', не совпадающую с центром эллипса. Прямая АС 
проходит через точку схода ІІ7 на линии горизонта ѵ , 
а прямая ВО' проходит через точку схода 2, также 
принадлежащую ѵ. Все прямые, параллельные на ис¬ 
ходной фигуре прямой АС, переходят на перспектив¬ 
ном рисунке в прямые, проходящие через точку а 
всем прямым, параллельным на исходной фигуре пря¬ 
мой ВО, на рисунке соответствуют прямые, проходя¬ 
щие через точку 2. 

Эллипс касается стороны АВ в точке Е, а стороны 
С'Р' — в точке, в которой прямая ѴЕ пересекает сто¬ 
рону СО' Если через точку О' провести прямую, па¬ 
раллельную АВ, до пересечения со стороной ВС в 
точке Р' и со стороной Л^ / в точке Н', то тем самым 
мы получим недостающие точки Р' и Н' касания эл¬ 
липса со сторонами ВС и АО'. 

Чтобы построить остальные точки эллипса, рассмот: 
рим точку Р пересечения прямой ІК с окружностью’ 
Проведем через точку Р прямую, параллельную 
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Рис. 13. 

диаметру Вй окружности и пересекающую сторону 
АВ в точке X. Тогда точка (2, в которой эта пря¬ 
мая пересекается с прямой ЬМ У также принадлежит 
окружности, поскольку ОР = ОС}. Чтобы найти точки 
Р' и 0' на перспективном рисунке, заметим, что точка 
Х у лежащая на стороне АВ У остается неподвижной, 
поэтому отрезок АХ можно перенести на рисунок и 
тем самым построить точку X. Соединим теперь точки 
X и Х у ибо прямая РС} параллельна диагонали ВО у 
Р' — точка пересечения прямой XX с прямой І'К' и 
О' — точка пересечения прямой XX с прямой 1/М' = 
= ѴМ. Аналогичным образом можно найти и тридру- 
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гне пары точек эллипса, а следовательно, построить 
весьма точный набросок перспективного изображения 
окружности. 

В действительности мы строим плоское сечение 
конуса, который получится, если соединить наш глаз 
V со всеми точками окружности. Еще древним грекам 
было известно, что при этом возникают кривые по 
крайней мере трех типов: эллипс , парабола и гипер¬ 
бола. Свойства этих кривых мы рассмотрим ниже. 
Весьма интересен подход Дюрера к этим кривым, 
метко названным коническими сечениями. Но сначала 
следует выяснить, что думает Дюрер по поводу гео¬ 
метрии. 

В «Посвящении Пиркгеймеру», предпосланном 
«Руководству», говорится следующее: «...Так как она 
[наука об измерении. — Перев.] является истинной 
основой всякой живописи, то я решил изложить ее 
начала и основания для всех жаждущих знаний юно¬ 
шей...» *. Но свою книгу Дюрер задумал как практи¬ 
ческое «Руководство», а не как трактат по чистой 
математике. Он приводит лишь один (первый в не¬ 
мецкой литературе) пример строгого математического 
доказательства. С другой стороны, за редкими исклю¬ 
чениями Дюрер скрупулезно различает точные теоре¬ 
тические утверждения и приближенные построения и 
строит все изложение необычайно методично. Изве¬ 
стно, что в бытность свою в Венеции Дюрер приобрел 
издание Евклида и что он (нередко с помощью Пирк- 
геймера) ознакомился также с идеями Архимеда, Ге- 
рона, Птолемея и Аполлония. Но главное заклю¬ 
чалось в том, что Дюрер был прирожденным гео¬ 
метром. 

Он не только впервые изложил на немецком языке 
теорию конических сечений, но и показал, как сле¬ 
дует чертить плоские сечения любого заданного ко¬ 
нуса. Подробности предложенного Дюрером построе¬ 
ния приведены в главе 8. Считалось, что метод Дю¬ 
рера полностью оригинален. Однако именно в эпоху 
Дюрера труды Аполлония возродились на европей¬ 
ской почве. Мне кажется, что построение Дюрера це¬ 
ликом выдержано в духе Аполлония. 


* Дюрер А. — Т. 2, стр. 43, 
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Предложенный'Дюрером способ построения эллип¬ 
са показан на рис. 14, а объяснения приведены в гла¬ 
ве 8. Нетрудно видеть, что изображенный на рис. 14 
эллипс имеет яйцевидную форму, в тр ( время как под¬ 
линный эллипс обладает двумя осями симметрии. По- 
видимому, Дюрера, как и любого школьника, ввела в 
заблуждение интуиция, и он счел, ут(|> эллипс должен 
расширяться по мере расширения' конуса, сечением 
которого он является. Кеплера, ^жившёго примерно 
через сто лет после Дюрера, забавляла столь очевид¬ 
ная ошибка, хотя он высоко ценил работы Дюрера. 
Желая найти немецкий эквивалент слову эллипс, Дю¬ 
рер изобрел слово «Еіег.ііпіе» -г- яйцевидная кривая. 
С другой стороны, если повторить предложенное им 
построение, то небольшая ошибка исказит эллипс и 
придаст ему яйцевидную форму. Не думаю, чтобы 
Дюрер заблуждался. Кстати /сказать, именно Кеплер 
впервые открыл, что планеты обращаются по эллип¬ 
сам, а не по эпициклам , и тем самым установил фун¬ 
даментальное значение эллипса. Древние считали ок¬ 
ружность совершенной кррвой, поэтому и планеты 
должны были, по их мнени'ю, двигаться вокруг Земли 
как вокруг центра по окружностям. Но когда возник¬ 
ла мысль о том, что центром естественнее считать 
Солнце, простых круговых орбит для описания движе¬ 
ний планет оказалось недостаточно. Так появились 
эпициклы — кривые, которые описывает точка Р, дви¬ 
гаясь по окружности вокруг точки (2, также обращаю¬ 
щейся по окружности (рис. 15) 

Итак, мы убедились в том, что окружность на пер¬ 
спективном рисунке выглядит как эллипс. В этой свя¬ 
зи нельзя не упомянуть о том, что с незапамятных 
времен на картинах и рисунках окружности было 
принято изображать в виде эллипсов. Такие изобра¬ 
жения окружностей мы находим на некоторых пом¬ 
пейских фресках, сохранившихся;до наших дней (ги¬ 
бель Помпеи датируется 79 г.). Раскрыв трактат по 
перспективе Яна Фридемана де Фриза, вышедший в 


* Ниже (рис. 101 и 102) показаны некоторые эпициклоиды — 
кривые, которые описывает точка на окружности, ограничиваю¬ 
щей круг, катящийся снаружи по неподвижной окружности 
(рис. 101 и 107). Эти эпициклоиды представляют собой эпи¬ 
циклы с одной и двумя точками возврата. 
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Рис. 15. 


1604 г., мы также обнаружим окружности, изобра¬ 
женные в виде эллипсов. Но стоит перейти к изобра¬ 
жениям сфер, как становится ясно, что с ними не все 
обстоит благополучно: контуры сфер на картинах и 
рисунках имеют форму окружностей. 

Конус с вершиной в глазу наблюдателя, который 
получится, если соединить глаз со всеми точками сфе¬ 
ры, имеет особо простой вид — такой конус называет¬ 
ся прямым круговым конусом. Этот конус знаком 
каждому. Древние греки рассматривали плоские сече¬ 
ния именно прямого кругового конуса. Нетрудно ви¬ 
деть, что по эллипсам конус пересекают многие пло¬ 
скости, а по окружностям лишь такие, которые пер¬ 
пендикулярны прямой, соединяющей глаз с центром 
сферы, — оси конуса. Следовательно, если только ху¬ 
дожник не занимает совершенно особого положения 
по отношению к натуре, то он должен изобразить 
сферу на картине в виде эллипса, а не круга. 

В увлекательной книге Пиренна «Оптика, живо¬ 
пись и фотография» * приведены превосходные фото- 


* Рігеппе М. Н. Оріісз, Раіпііп^ апсі РЬоІо&гарЬу. — Саш- 
Ьгісіде, СатЬгісІде ипіѵегзііу Ргезз, 1970.. 
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графин сфер, полученные при помощи камеры, объ¬ 
ективом которой служит булавочное отверстие 
(вклейка 15). Снимки, выполненные такой камерой, 
воспроизводят именно то, к чему мы стремимся, пы¬ 
таясь начертить или нарисовать натуру. Мы видим, 
что сфера на крыше церкви св. Игнатия в Риме в 
перспективе кажется эллипсом. Пиренн также сфо¬ 
тографировал пять сфер, покоящихся на верхних 
основаниях цилиндров. На этом снимке, который мы 
не приводим, отчетливо видно, что перспективное изо¬ 
бражение сферы может видоизменяться от круга до 
эллипса. Но художники на протяжении вот уже мно¬ 
гих столетий упорно рисуют сферы в виде кругов, а 
не эллипсов. 

А теперь мы вступаем в тернистую область, и по¬ 
ныне вызывающую немало споров и разногласий. На 
картине Рафаэля «Афинская школа», хранящейся 
ныне в Ватикане, сферы изображены в виде кругов. 
Но картину Рафаэля нельзя считать примером моно¬ 
кулярной перспективы: ее можно рассматривать с не¬ 
скольких точек. В XIX в. проделали любопытный экс¬ 
перимент: «неправильные» круги на картине Рафаэля 
заменили «правильными» эллипсами и «исправлен¬ 
ный» вариант «Афинской школы» представили на суд 
зрителей. Оказалось, что эллипсы неприемлемы: ни¬ 
кто из зрителей не воспринимал их как изображения 
сфер, в то время как на картине самого Рафаэля глаз 
(или глаза) воспринимают круги как изображения 
сфер. 

Леонардо да Винчи был хорошо осведомлен о том, 
что изображения сфер на картинах в большинстве 
случаев должны иметь эллиптические очертания, но 
избегал этого. Не известно ни одного рисунка Лео¬ 
нардо да Винчи, на котором были бы изображены 
сферы. Весьма сложный и запутанный вопрос о взаи¬ 
моотношении искусства и иллюзии продолжает зани¬ 
мать людей и поныне, ему посвящена изящная книга 
Гомбрича «Искусство и иллюзия»*. 

Предположим, что мы хотим построить точные 
перспективные изображения сфер, даже если они бу¬ 
дут казаться неправильными. Пиренн замечает, что 


* ОошЬгісІі Е. Н. Агі ап<і ІЦизіоп. — Цапсіош Ноизе, 1960. 
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для этого ось симметрии каждого нарисованного нами 
эллипса должна быть обращена к центральной точке 
схода картины — основанию перпендикуляра , опущен - 
ного из точки зрения на картинную плоскость . 

На первый взгляд может показаться, что перед 
нами трудно доказываемая теорема, но проанализи¬ 
руем утверждение Пиренна внимательнее. Рассмот¬ 
рим прямой круговой конус, который получится, если 
соединить точку зрения V со всеми точками сферы. 
Пусть а— картинная плоскость. Поскольку глаз на¬ 
ходится в точке V, плоскость а пересекает поверх¬ 
ность прямого кругового конуса по кривой, которая 
служит очертанием сферы на картине. Предположим, 
что точки этой кривой находятся на конечном рас¬ 
стоянии от V . Тогда наша кривая имеет форму эллипс 
са. Если бы какие-то из ее точек уходили в бесконеч¬ 
ность, то кривая была бы параболой или гиперболой. 

Пусть N — основание перпендикуляра, опущенного 
из точки V на плоскость а (рис. 16). Через прямую 
УУѴ можно провести бесконечно много плоскостей. 
Рассмотрим ту из них, которая проходит через центр 
заданной сферы, и обозначим ее р. Плоскость р, про¬ 
ходящая через прямую ѴЧѴ, перпендикулярную пло¬ 
скости а, также перпендикулярна плоскости а. Пусть 
п — линия пересечения плоскостей аир. Прямая п 
проходит через точку іѴ, так как эта точка принадле¬ 
жит и плоскости а, и плоскости р. Следовательно, 
прямая п совпадает с осью симметрии эллипса. 

В этом нетрудно убедиться, если за плоскость р, 
содержащую ось нашего прямого кругового конуса, 
принять плоскость рис. 16. Прямой п служит прямая 
АА'Ыу где А и А- —точки эллипса, а плоскость эл¬ 
липса перпендикулярна плоскости рисунка. Пло¬ 
скость ѴАА' (плоскость р) является плоскостью сим¬ 
метрии конуса, так как любая плоскость, проходящая 
через ось конуса, является: плоскостью симметрии. 
Если из точки Р эллипса опустить перпендикуляр РМ 
на прямую п (АА')> то продолжение перпендикуляра 
за точку Р пересечет поверхность конуса в точке С}, 
причем РМ = М(Э. Но прямая РМС} лежит в плоско¬ 
сти эллипса, поэтому (3 — точка на эллипсе, для ко¬ 
торой выполняется равенство отрезков РМ = МС,)• 
Следовательно, прямая п — ось симметрии эллипса. 
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Рис. 16. 


До сих пор мы говорили о правильной перспек¬ 
тиве. Живший в XVIII в. художник и гравер Уильям 
Хогарт создал забавную гравюру под названием «Не¬ 
правильная перспектива» (вклейка 16), на которой 
бросаются в глаза многие нелепости. Хогарт создал 
также серии «правильных» гравюр, служивших в его 
эпоху своего рода нравоучительными назиданиями, 
которые необычайно высоко ценятся в наши дни кол¬ 
лекционерами. Но несмотря на то что Хогарт созна* 
вал важность правильной перспективы, в отдельных 
своих рисунках ему, как отмечает Пиренн, все же не 
удалось избежать ошибок. Нарисовать то, что ожидает 
увидеть глаз, нетрудно, но нарисованное может отли¬ 
чаться от того, что глаз видит в действительности. 

К совершенно иной категории относятся работы 
голландского художника М. Эшера, которые можно 
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увидеть на рекламных плакатах во многих книжных 
магазинах. Эшер часто использует несуществующие 
трехмерные предметы с самыми необычными свой¬ 
ствами (например, лестницы, поднимаясь по которым 
можно тем не менее вернуться в исходную точку) и 
оптические иллюзии. Его произведения захватывают 
зрителя и оставляют странное, тревожное чувство. 
Психология зрительного восприятия в наше время 
бурно развивается. Будем надеяться, что она вернет 
наблюдателю, иллюзиям и всему прочему то значе¬ 
ние, которое придавалось им в эпоху Возрождения *. 

Как мы уже неоднократно подчеркивали, при 
разглядывании картины, строго выдержанной в духе 
теории монокулярной перспективы, выбор точки зре¬ 
ния имеет первостепенное значение. Пиренн приводит 
несколько превосходных фотографий знаменитых эф- 
фектов, достигнутых фра Андреа Поццо, монахом ор¬ 
дена иезуитов (1642—1709). На фотографиях воспро¬ 
изведена роспись полуцилиндрического потолка церк¬ 
ви св. Игнатия в Риме. На росписи изображен прием, 
устроенный св. Игнатию на небесах, и Поццо написал 
книгу, в которой объяснил, как ему удалось достичь 
желаемых эффектов. 

На полу церкви отмечено место, где должен стоять 
одноглазый зритель, чтобы увидеть роспись в неиска¬ 
женном виде. Если встать на указанное место, то со¬ 
здается иллюзия, будто роспись уходит далеко за по¬ 
толок и колонны поднимаются прямо к небу. Но стоит 
взглянуть на ту же роспись почти с любой другой 
точки на полу церкви, как колонны покажутся накло¬ 
ненными, и весь эффект исчезает. 

Даже в обычной картине, экспонируемой на вер¬ 
тикальной стене, отыскать точку, в которой находился 
художник, иногда бывает необычайно трудно. В На¬ 
циональной галерее в Лондоне выставлена замеча¬ 
тельная картина Ганса Гольбейна «Французские пос¬ 
лы» (вклейка 17). На ней изображены многие мате¬ 
матические и астрономические инструменты, по-види¬ 
мому, составлявшие в начале XVI в. неотъемлемые 
атрибуты послов. На переднем плане картины вы ви¬ 
дите странное продолговатое пятно. Это анаморфоз —. 


* См. Грегори Р. Л. Глаз и мозг. — М.: Прогресс, 1970, 
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искаженное изображение человеческого черепа. Если 
встать на определенное место перед картиной, то ис¬ 
кажение исчезает и череп обретает привычную фор¬ 
му. Однако мне до сих пор не удалось обнаружить 
такого места. Однажды, когда я в тщетных поисках 
таинственной точки зрения приседал и вертелся перед 
картиной Гольбейна, мое необычное поведение вы¬ 
звало подозрение одного из сторожей галереи, и я 
счел за благо ретироваться! * 

Завершая наш экскурс в теорию перспективы, мы 
считаем своим долгом упомянуть о том, что рассмат¬ 
ривали лишь европейскую традицию. В пещерах Аян- 
ты (Индия) встречаются настенные росписи (VI в.), 
на которых для одного и того же семейства парал¬ 
лельных прямых использованы несколько точек схо^ 
да. Имеется на них и линия горизонта, но иногда го¬ 
ризонтов бывает несколько! Еще более замечательной 
особенностью обладают произведения китайской жи¬ 
вописи, созданные между X и XIII вв.: на них линия 
горизонта помещена позади зрителя. 

Однако мы достаточно далеко уклонились от «Ру¬ 
ководства» Дюрера и теперь вернемся ко второй 
книге этого труда, посвященной в основном построе¬ 
нию правильных многоугольников, в особенности та¬ 
ких, которые не получаются непосредственно из квад¬ 
рата или равностороннего треугольника. До сих пор 
мы успели познакомиться лишь с делением пополам 
заданной дуги окружности, позволившим построить 
прямой угол, и способом построения равностороннего 
треугольника, позволяющим получить угол 60°. При 
помощи современного циркуля с фиксированным рас¬ 
твором тот же угол можно построить, обойдя один раз 
окружность (рис. 17). Мы также показали, как найти 
Ѵ 15 окружности. Об этом способе в связи с астроно¬ 
мическими задачами упоминает Витрувий (см. 
стр. 40). 

Не все построения Дюрера оригинальны. Некото¬ 
рые из них можно обнаружить в компилятивном 

* В 1974 г. картине Гольбейна была посвящена специальная 
экспозиция в Национальной галерее. Картина была выставлена 
без рамы и повешена гораздо ниже, чем обычно. Посетители 
могли отчетливо разглядеть человеческий череп, не рискуя ни 
упасть, ни уронить свою репутацию в глазах сторожей. 
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Рис. 17. 


руководстве «Германская геометрия», вышедшем в 
1484 г. В этом трактате изложен способ приближен¬ 
ного построения правильного пятиугольника при по¬ 
мощи заржавевшего циркуля, и поныне позволяющий 
достичь желаемого результата быстрее, чем другие 
используемые на практике методы построения. 

Пусть АВ — фиксированный раствор циркуля. Про¬ 
ведем радиусом АВ две окружности с центрами в 
точках А и В. Пусть С и О — точки пересечения этих 
окружностей (рис. 18). Тогда, как известно, АВ =і 
= АО = ВО . Проведем далее окружность с центром 
в точке О радиусом ОА. Эта окружность проходит Че¬ 
рез точку В и пересекает отрезок СО в точке Е , а ок¬ 
ружности с центрами А и В — в точках Р и О. Прове¬ 
дем прямую РЕ У пересекающую окружность с цент¬ 
ром В в точке Ну и прямую СЕ , пересекающую ок¬ 
ружность с центром А в точке /. Точка К пересечения 
окружностей с центрами Н и / дает недостающую пя¬ 
тую вершину правильного пятиугольника. 

Дюрер не обращает в данном случае внимание чи¬ 
тателей на приближенный характер построения. 
В действительности же при помощи геометрии можно 
показать, что угол АВН равен не 108°, а 108°2Г58 ", 
угол ВА1 равен углу АВН У каждый из углов ВНК и 

70 



АІК — чуть больше 107° и угол Я/С/ — чуть больше 
109°. Стать малые отличия при черчении обнаружить 
практически невозможно. 

Дюрер приводит также теоретически точный спо¬ 
соб построения правильного пятиугольника, заимство¬ 
ванный из великого сочинения Птолемея «Альмагест», 
посвященного астрономии. 

Пусть О —центр окружности (рис. 19), А —точка 
на окружности и Я —середина отрезка О А. Перпен¬ 
дикуляр к радиусу ОА, восставленный в точке 0, пе¬ 
ресекается с окружностью в точке 0. Пользуясь цир¬ 
кулем, отложим на прямой АО отрезок ЁР = еЪ. 
Длина стороны вписанного в окружность правильного 
пятиугольника равна длине отрезка ИР. Кроме того, 
длина отрезка ОР равна длине стороны вписанного 
в ту же окружность правильного десятиугольника, и 
если отрезок ЕО перпендикулярен радиусу ОА, то по 
утверждению Дюрера его длину можно приближенно 
принять за длину вписанного в окружность правильного 



Рис. 19. 


семиугольника. Доказательства некоторых из этих 
утверждений предложены в качестве упражнений в 
конце этой главы. 

Интерес Дюрера к построению правильных много¬ 
угольников отражает использование их в средние века 
в арабских и готических орнаментах, а после изобре¬ 
тения огнестрельного оружия — в планировке крепо¬ 
стей. Интересно заметить, что лишь немногие из по¬ 
строенных когда-либо зданий напоминают в плане 
правильный многоугольник. Выдающееся исключение 
из этого правила — здание Пентагона в Вашингтоне. 

Средневековые способы построения правильных 
многоугольников носили приближенный характер, но 
были (и не могли не быть) простыми: предпочтение 
отдавалось способам построения, не требующим даже 
изменять раствор циркуля, поскольку циркуль не был 
снабжен устройством, позволяющим восстанавливать 
после изменения первоначальный раствор. Леонардо 
да Винчи также много писал о многоугольниках, но 
именно Дюрер, а не Леонардо передал средневеко¬ 
вые способы построения потомкам. Дюрер, конечно, 
был знаком с «Началами» Евклида, но не привел в 
«Руководстве» предложенный Евклидом способ по- 
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строения правильного пятиугольника, теоретически 
точный, как и все евклидовы построения. Евклид не 
пытается разделить заданную дугу окружности на 
три равные части, и Дюрер знал, хотя доказательство, 
носящее алгебраический характер, было найдено лишь 
в XIX в., что эта задача неразрешима. Гаусс был пер¬ 
вым, кто выяснил, какие правильные многоугольники 
можно построить при помощи циркуля и линейки (об 
этом открытии Гаусса будет рассказано в главе 9). 
Дюрер приводит в своем «Руководстве» приближен¬ 
ные построения, позволяющие осуществить трисекцию 
произвольной дуги окружности. Такого рода построен 
ния непрестанно открывают «трисектристы» — пре¬ 
исполненные энтузиазма любители геометрии, кото¬ 
рые никак не могут поверить в то, что осуществить 
при помощи циркуля и линейки точную трисекцию 
произвольного угла невозможно. 

Предложенное Евклидом построение правильного 
пятиугольника включает в себя деление отрезка пря¬ 
мой в среднем и крайнем отношении , названном впо¬ 
следствии золотым сечением и привлекавшим к себе, 
как мы увидим в главе 4, внимание художников и ар^ 
хитекторов на протяжении нескольких столетий. Дкн 
рер не упоминает о золотом сечении, хотя ему, должно 
быть, была известна восторженная книга фра Луки 
Пачоли «О божественной пропорции». Точка В делит 
отрезок АВЕ в среднем и крайнем отношении или об¬ 
разует его золотое сечение , если отношение большей 
части отрезка к меньшей равно отношению всего от* 
резка к большей части. 

Записанное в виде равенства отношений золотое 
сечение имеет вид 


АВ/ВЕ = АЕ/АВ. 

Если положить АВ = а, а ВЕ = а/р так, чтобы золо¬ 
тое отношение было равно АВ/ВЕ = р, то получается 
соотношение 

р = 1 + 1/р. 

Следовательно, р удовлетворяет квадратному уравнен 
нию 

р 2 — р — 1 = 0. 
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Это уравнение имеет один положительный корень 

|і = (л/5 + 1>/2= 1,618 .... 

Заметим, что 1 /ц = (У5 — і)/2, так как (л/5 — 1)Х 
Х(л/5 + 1)=5- 1=4. 

Если построить квадрат со стороной АВ (рис. 20), 
найти середину М отрезка АВ и провести дугу окруж¬ 
ности радиусом МС с центром в точке М до пересече¬ 
ния с продолжением стороны АВ в точке Е } то точка В 
разделит отрезок АЕ в среднем и крайнем отноше¬ 
нии. 

Чтобы убедиться в этом, заметим, что по теореме 
Пифагора 

МС 2 = а 2 + (а/2) 2 =* 5а 2 /4, 

в силу чего 

АЕ = а/2 + МЕ = (д/5 + і) а/2 = ц АВ. 

Прямоугольник АЕРБ со сторонами АЕ = \лАй назы¬ 
вается золотым прямоугольником . Четырехугольник 
АВСБ — квадрат. Нетрудно видеть, что прямоуголь¬ 
ник БЕРС также золотой, поскольку ВС = а = \іВЕ. 
Это обстоятельство сразу наводит на мысль о даль¬ 
нейшем разбиении прямоугольника ВЕРС У и мы дей¬ 
ствительно займемся им в главе 4. 



Рис. 20. 
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Рассмотрим теперь, как Евклид использует золо- 
тое сечение для того, чтобы построить угол 72° — 
именно под таким углом видна сторона правильного 
пятиугольника из центра описанной вокруг него ок- 
ружности. Начнем с отрезка АВЕ У разделенного в 
среднем и крайнем отношении точкой В (рис. 21). 
Проведем далее дуги окружностей с центрами в точ¬ 
ках В и Е и радиусом ЛВ, пересекающиеся в точке С« 
Чуть ниже мы докажем, что АС = ЛВ, а пока при¬ 
мем это на веру. 

Итак, пусть АС = АЕ. Обозначим через а равные 
углы ЕВС и СЕВ . Так как АС = АЕ У то угол АСЕ 
также равен а. Теорема о том, что сумма углов тре¬ 
угольника равна 180°, позволяет найти угол ВСЕ : он 
равен 180° — 2а, а угол ЕАС равен За—180°. Но то¬ 
гда угол АВС равен 180° — а, и, суммируя углы тре¬ 
угольника ЛВС, мы получаем 

180° = (За - 180°) + (За - 180°) + (180° - а), 
откуда 


5а = 360° и а = 72°. 
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Итак, каждый из углов при основании треуголь¬ 
ника ВЕС вдвое больше угла при вершине, равного 
36°. Следовательно, чтобы построить правильный пяти¬ 
угольник, необходимо лишь провести любую окруж¬ 
ность с центром в точке Е , пересекающую сторону ЕС 
в точке X и сторону ЕВ в точке У: отрезок XV служит 
одной из сторон вписанного в окружность правиль¬ 
ного пятиугольника; обойдя вокруг всей окружности, 
можно найти и все остальные стороны. 

Докажем теперь, что АС = АЕ. Предположим, что 
вершина С соединена отрезком прямой с серединой 
N отрезка ВЕ. Заметим, что поскольку СВ = СЕ, то 
угол СЫЕ прямой. По теореме Пифагора 

СИ 2 = а 2 — (а/2\і) 2 = а 2 (1 - 1/V). 

Чтобы найти отрезок АС, применим теперь теорему 
Пифагора к треугольнику АСИ: 

АС 2 = (АВ + ВИ) 2 + СѴ 2 . 

Отсюда имеем 

(АС/а) 2 = (1 + 1/2р.) 2 + (1 - 1/V) = 

= 2 + ІДі = 1 + р, = р, 2 

(выполняя преобразования, мы воспользовались соот¬ 
ношением [я=1/р+1» эквивалентным соотношению 
1 + |л = (л 2 ). Итак, АС = \ла = \кАВ = АЕ, что и тре¬ 
бовалось доказать. Заметим, что нам понадобилось не 
численное значение ц = (Ѵ5 + і)/2, а лишь опреде¬ 
ляющее свойство золотого сечения р,. Именно оно по¬ 
зволило упростить выкладки. 

Кеплеру (1571 —1630) принадлежит следующее 
высказывание о золотом сечении: «Геометрия обла¬ 
дает двумя великими сокровищами. Первое — это тео¬ 
рема Пифагора, второе — деление отрезка в среднем 
и крайнем отношении. Первое можно сравнить с ме¬ 
рой золота, второе можно назвать драгоценным кам¬ 
нем». 

Нашему современнику трудно представить себе то 
волнение, которое охватывало человека эпохи Воз¬ 
рождения при виде красот геометрии, но не упомя¬ 
нуть об этом невозможно. Итальянский геометр кон¬ 
ца XVI в. Пьетро Антонио Катальди написал целую 
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Рис. 22. 


монографию о предложенном Альбрехтом Дюрером 
построении правильного пятиугольника. Известно 
также, что это построение давало пищу воображению 
таких людей, как Кардано, Тарталья и Галилей. Мы 
увидим ниже, что Леонардо да Винчи в один из пе¬ 
риодов своей жизни был настолько увлечен геомет¬ 
рией, что совсем забросил живопись. Прежде чем мы 
оставим правильные многоугольники, нам бы хоте¬ 
лось показать читателю изящный рисунок для пар^ 
кета, созданный Дюрером на основе правильного пя¬ 
тиугольника (рис. 22). В упражнении 5, приведенном 
в конце этой главы, читатель получит возможность 
испробовать свои силы в этом виде искусства. 

Третья книга «Руководства» носит чисто практиче¬ 
ский характер и содержит примеры применения гео¬ 
метрии к конкретным задачам архитектуры, инженер¬ 
ного дела, декоративного искусства и построения 
шрифтов. Дюрер был восторженным почитателем 
Витрувия, но его проекты во многом отступают от 
классической традиции, канонизированной римским 
архитектором. Дюрер раскрыл северным странам еще 
одну тайну (достижение итальянского Возрождения, 
о котором умалчивала литература) — геометрическое 
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Рис. 23. 


конструирование римских букв. Примеры дюреров- 
ских построений приведены на рис. 23. На этот раз 
Дюрер выступил в роли посредника: аналогичные по¬ 
строения имеются в сочинении фра Луки Пачоли 
«О божественной пропорции». Естественен вопрос: 
«Почему точные геометрические построения столь не¬ 
обходимы для построения шрифтов?» Если буквы 
малы, то их с высокой точностью можно вычерчивать 
от руки. Но начертания букв больших размеров, ко¬ 
торые приходится высекать на надгробиях или зда¬ 
ниях, искажаются, если не прибегать к геометриче¬ 
скому построению литер. Когда же Дюрер переходит 
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к готическим буквам, он строит их совершенно ориги¬ 
нальным, ни у кого не заимствованным методом 
(рис. 24). Дюрер полностью отказывается от исполь¬ 
зования дуг окружностей и вместо того, чтобы вписы¬ 
вать буквы в большой квадрат, строит их из несколь¬ 
ких стандартных геометрических фигур: квадратов, 
треугольников и трапеций (четырехугольников с дву¬ 
мя параллельными сторонами). 

Четвертая книга «Руководства» продолжает и раз¬ 
вивает тему, затронутую во второй книге. Она посвя¬ 
щена геометрии трехмерных тел — области, которая, 
насколько известно, в средние века была полностью 
предана забвению. Сначала Дюрер рассматривает 
пять правильных платановых тел , названных так по¬ 
тому, что их свойства в общих чертах изучал еще 
Платон (рис. 25). В главе 9 мы рассмотрим Плато¬ 
новы тела более подробно. Эти правильные много¬ 
гранники вновь появились на свет в связи с возрож¬ 
дением интереса к работам Платона, вызванным от¬ 
крытием рукописей его произведений. Кроме того, по¬ 
верхности Платоновых тел служили превосходными 
моделями при изучении перспективы. 

Мы уже неоднократно упоминали сочинение фра 
Луки Пачоли «О божественной пропорции». Пачоли 
рассматривает Платоновы тела и приводит три полу- 
правильных архимедовых тела (общее их число рав¬ 
но 13), давая их перспективные изображения. Некото¬ 
рые из рисунков в книге Пачоли приписывают Лео¬ 
нардо да Винчи. Но Дюрер в своем «Руководстве» 
перечисляет свойства семи архимедовых тел, изобре¬ 
тает несколько новых тел, не укладывающихся в 
классификацию Архимеда, и предлагает ранее неиз- 
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вестный метод построения развертки трехмерных тел 
на плоскости. Грани тел образуют сцепленные между 
собой в определенном порядке звенья развертки. Если 
такую развертку вырезать на бумаге и сложить над¬ 
лежащим образом, то получится трехмерная модель 
тела (рис. 26). Такие развертки еще встретятся нам 
в дальнейшем. 
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После раздела, посвященного правильным и полу- 
правильным телам, Дюрер рассматривает делийскую 
проблему — задачу об удвоении куба. Дюрер решает 
ее тремя способами. Некоторые из его решений мы 
рассмотрим в главе 8. Раздел, посвященный делий¬ 
ской задаче, естественно приводит к заключительному 
разделу «Руководства» — главе о перспективе, в 
которой показано, как построить перспективное изо¬ 
бражение освещенного куба, стоящего на горизонталь¬ 
ной плоскости. Для Дюрера и многих его современ¬ 
ников, как мы уже неоднократно отмечали, перспек¬ 
тива была венцом и краеугольным камнем величе¬ 
ственного здания, называемого геометрией. 

Прежде чем мы простимся с Дюрером, бросим бег¬ 
лый взгляд на «Четыре книги о пропорциях человече¬ 
ского тела, найденных и описанных Альбрехтом Дю¬ 
рером из Нюрнберга на пользу всем любящим тако¬ 
вую науку». 

Они вышли в свет после смерти Дюрера; за их 
печатанием наблюдал близкий друг Дюрера Пирк- 
геймер. В этом сочинении явственно ощущается влия¬ 
ние Витрувия. По Пановскому*, Дюрер рекомендует 
при построении человеческих фигур придерживаться 
следующих правил: «... Размер головы составляет 
Ѵз длины всего тела, размеры лица (разделенного на 
три части: лоб, нос и остальная часть)—Ую, а ши¬ 
рина груди от одного плеча до другого — у 4 » — и т. д. 

При построении фигур существенно используется 
геометрия и прежде всего пропорции (вклейка 18), 
Приведем еще один отрывок из книги Пановского: 

«Полная длина и главная ось стоящего тела 
определяется основной вертикалью, проходящей от 
пятки стоящей ноги до макушки головы через 
подложечную ямку. Таз вписан в трапецию, груд¬ 
ная клетка — в квадрат (у некоторых женских 
фигур — в вытянутый по вертикали прямоуголь¬ 
ник), и оси этих фигур, встречаясь в подложеч¬ 
ной ямке, слегка сдвинуты относительно основ¬ 
ной вертикали. Колено стоящей ноги, а тем са¬ 
мым и длину обоих бедер находят, деля пополам 


* РапоГзку Е. ТЬе ЫГе апсІ Агі о! АІЬгесЫ Эйгег, — Ргіпсе- 
іоп ІІпіѵегзііу Ргезз, 1943, 262—264. 
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отрезок прямой, соединяющий верхнюю точку 
бедра с нижним концом основной вертикали. Го¬ 
лова, если ее повернуть в полный профиль, вписы¬ 
вается в квадрат, а очертания плеч, бедер и яго¬ 
диц... определяются дугами окружностей». 

Предложенная Дюрером оригинальная схема 
«в какой-то мере совершает насилие над природой. 
Она отрицает индивидуальные различия и сковывает 
застывшими геометрическими кривыми то, что долж¬ 
но жить и пульсировать. Сравнительно рано число 
круговых дуг, задающих контуры тела, было ограни¬ 
чено тремя», а в некоторых рисунках Дюрер совсем 
отказался и от них. 

Позднее Дюрер был вынужден признать, что «кон¬ 
туры человеческой фигуры нельзя начертить при по¬ 
мощи циркуля и линейки». 

В «Четырех книгах» отчетливо заметны измене¬ 
ния, происшедшие в дюреровских представлениях о 
человеческой фигуре. Поездка Дюрера в Италию 
(и, возможно, встреча с Леонардо да Винчи) стала 
поворотным пунктом в его деятельности теоретика 
пропорций человеческого тела. Стремясь постичь сек¬ 
реты строения человеческой фигуры, Дюрер подверг 
анализу данные измерений, произведенных на сотнях 
людей, но ни разу не обратился к занятиям анато¬ 
мией, в то время как Леонардо да Винчи был одним 
из первых художников, систематически изучавших 
анатомию. Быть может, эволюции дюреровских кон¬ 
цепций способствовало интуитивное ощущение того, 
что в человеческой фигуре таится гораздо больше, 
чем могут передать результаты самых тщательных 
измерений. В первой книге Дюрер описывает пять ти¬ 
пов телосложения и характера, и хотя во второй кни¬ 
ге он дополнительно вводит восемь новых типов, ог 
самой идеи существования некоего правила прихо¬ 
дится безвозвратно отказаться. Влияние Витрувия в 
дальнейшем прослеживается не в тех или иных про¬ 
порциях, а лишь в том, что некоторые фигуры впи¬ 
саны в квадрат или окружность. 

В третьей книге собраны различные методы, по¬ 
зволяющие художнику на основе неизменного геомет¬ 
рического принципа нужным образом изменять про¬ 
порции любой фигуры, описанные в двух первых кшь 
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гах. Эти методы представляют собой не что иное,. как 
различного рода геометрические отображения. О не¬ 
которых из них — так называемых аффинных отобра¬ 
жениях—мы расскажем подробнее. Аффинные ото¬ 
бражения позволяют получать карикатуры (вклей¬ 
ка 19). Здесь также можно усмотреть влияние 
Леонардо да Винчи, поскольку в его записных книж¬ 
ках имеется множество таких рисунков. Леонардо да 
Винчи, по-видимому, делал карикатурные наброски 
реальных людей. Дюрер показал, что такие искажен¬ 
ные изображения можно получить чисто геометриче¬ 
ским способом. Тем самым в какой-то мере вновь 
была подтверждена платоновская идея о том, что бог 
любит геометрию ! 

Аффинное отображение — это такое взаимно-одно¬ 
значное отображение, при котором точки переходят 
в точки, прямые — в прямые, а бесконечно удаленная 
прямая исходной плоскости переходит в бесконечно 
удаленную прямую на плоскости отображения. То же 
самое можно сказать проще: параллельные прямые 
исходной плоскости переходят в параллельные пря¬ 
мые на плоскости отображения. 

На нашем перспективном чертеже (рис. 12) это 
должно означать, что точка зрения V удалена в бес¬ 
конечность или что плоскости а и а' параллельны. 
Во втором случае мы получаем не искаженную, а 
лишь увеличенную или уменьшенную картину того,* 
что видит наш глаз. Но представим себе, что в точ¬ 
ке V находится Солнце или удаленный источник све¬ 
та. Тогда «диапозитив» а, очевидно, можно держать 
так, чтобы проекция на «экран» а' давала искажен¬ 
ное изображение того, что запечатлено на диапози¬ 
тиве. Тем не менее параллельные прямые будут пе¬ 
реходить в параллельные, а если три точки А, В, С на 
«диапозитиве» лежат на одной прямой, то их проек¬ 
ции /Г, В' у С' на «экране» также лежат на одной пря¬ 
мой, причем, как нетрудно показать, отношения 
АВ/ВС и А'В'/В'С' равны. Этим можно воспользо¬ 
ваться при построении аффинного отображения за¬ 
данного рисунка или чертежа, что предлагается сде¬ 
лать в упражнении 4, которое вы найдете в конце 
главы. 
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Мы привели достаточно много примеров, убеди-* 
тельно свидетельствующих, что Дюрер был прирож- 
денным геометром. «Четыре книги», переведенные на 
латынь в 1532 г., а затем на многие европейские язы¬ 
ки, заложили основания научной антропометрии. 
Нельзя не упомянуть и о том, что Микельанджело и 
великое множество других итальянских художников 
и теоретиков называли сочинение Дюрера пустой за¬ 
теей и напрасной тратой времени. Но Дюрер предка-* 
значал «Четыре книги» лишь для того, чтобы худож¬ 
ник мог с их помощью обрести прочную основу для 
творчества, но не более того. Дюрер писал: «Я отнюдь 
не считаю, будто художник должен непрестанно изме¬ 
рять фигуры. Если ты постиг науку измерения и овла¬ 
дел ее теорией и практикой, то не обязательно без 
устали измерять все подряд, ибо приобретенные по¬ 
знания наделят тебя верным глазом». 

Многое еще можно было бы поведать об отноше¬ 
нии Дюрера к искусству, но наша глава подходит к 
концу, и мы ограничимся лишь одним заключитель¬ 
ным замечанием. Подобно своим ныне живущим со¬ 
братьям по искусству, художники Возрождения все¬ 
гда стремились к самовыражению, и, быть может, 
Дюрер, как никто другой из художников его времени, 
несет ответственность за тот рост самосознания, 
который мы наблюдаем у современных художников. 
Дюрер одним из первых стал вести записи о своих 
гравюрах и рисунках, позволявшие ему в случае не¬ 
обходимости вспомнить тему каждой работы и обстоя¬ 
тельства, сопутствовавшие ее созданию. Он также со¬ 
бирал работы других художников и записывал свои 
комментарии к чужим работам. Поэтому когда вы, 
войдя в картинную галерею, увидите на стенах не¬ 
многочисленные экспонаты, а в центре —пространные 
пояснения художника с описанием чувств, которые 
владели им до, во время и после создания того или 
иного произведения, и изложением взглядов на жизнь, 
включающим отношение художника к гражданским 
свободам, загрязнению окружающей среды, абортам, 
натуральным продуктам питания и чему угодно еще, 
частичную вину за это можно возложить на Дюрера* 
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Упражнения 

1. Начертите квадрат АВСО , разделенный на 16 меньших 
квадратов (рис. 13), и постройте его перспективное изображение, 
на котором стороны АВ и СО параллельны линии горизонта на 
картинной плоскости. Проведите на вашем рисунке эквидистант¬ 
ные -трансверсали. 

2. В квадрат АВСО, о котором говорится в упражнении 1, 
впишите окружность и постройте 12 точек на перспективном изо¬ 
бражении ее, пользуясь методом, описанным на стр. 59. Если вы 
обладаете достаточным терпением, то исходный квадрат АВСО 
можно покрыть более мелкой сеткой, подразделив каждый из 16 
малых квадратов на 4 квадрата, и получить более точное изо¬ 
бражение эллипса, вписанного в АВС'О'. 

3. Постройте перспективное изображение, для которого линия 
горизонта расположена позади зрителя, и перспективное изобра¬ 
жение с несколькими линиями горизонта. 

4. Как и в упражнении 1, постройте квадрат АВСО , разде¬ 
ленный на 16 меньших квадратов, нарисуйте в нем цветок, лицо 
или вазу. Обратите внимание на то, как сетка из 16 квадратов 
разбивает ваш рисунок. Постройте теперь параллелограмм 
А'В'С'О ', стороны А'В' и В'С' которого не обязательно равны, и 
разбейте его на 16 равных параллелограммов. Нарисуйте, во что 
переходит ваша фигура при отображении, переводящем квадрат 
АВСО в параллелограмм А'В'С'Ь '. (Предполагается, что отно¬ 
шения, в которых точки нарисованной вами фигуры делят от¬ 
резки, параллельные либо стороне АВ , либо стороне ВС квадрата, 
остаются неизменными при преобразовании. Если Р — точка ис¬ 
ходной фигуры и прямая, параллельная стороне АВ , пересекает 
сторону АО в точке Е , сторону ВС в точке Р и точка Р' соот¬ 
ветствует точке Р на преобразованной фигуре, то прямая, про¬ 
ходящая через точку Р' параллельно стороне А'В', пересекает 
сторону А'О' в точке Е', сторону В'С' в точке Р', причем 
ЕР/РР — Е'Р'/Р'Р'. Положение точки Р' мы можем указать точ¬ 
но, проведя через Р прямую, параллельную на этот раз стороне 
ВС квадрата.) Разумеется, не следует гнаться за особой точ¬ 
ностью: как и на вклейке 19, достаточно лишь приближенно по¬ 
строить аффинное отображение. 

5. Вырежьте из картона правильный пятиугольник и, поль¬ 
зуясь им, попробуйте придумать узор для паркета, как это сде¬ 
лал Дюрер (рис. 22). Удастся ли вам найти новые узоры? 

6. Воспользовавшись недорогой копией гравюры «Св. Иеро-. 
ним» (вклейка 11), найдите точки схода различных семейств пря¬ 
мых, которые, по вашему мнению, параллельны в натуре. За¬ 
метьте, что кресло расположено под углом 45° к краю стола. Мо¬ 
жете ли вы приближенно оценить расстояние, на котором нахо¬ 
дился художник от (воображаемой) сцены в натуре? 

7. Постройте некоторые прописные буквы геометрически, как 
показано на рис. 24, или предложите собственные варианты. Для 
построения некоторых букв используйте параллелограммы, а не 
круги. 
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8. Пусть на рис. 19, где изображено предложенное Дюрером 
построение правильного пятиугольника, О А — 1. Докажите, что 
ЕП = 5/4 и ДЯ = (5-л/5)/2. Те, кто немного знаком с григо- 
номет рией, смо гут воспользоваться равенством зіп 36° = 

= л/\0 — 2 л/бА для проверки того, что отрезок О/ 7 равен сто¬ 
роне вписанного в окружность правильного пятиугольника, и ра¬ 
венством зіп 18° = (л/5—1)/4 для проверки того, что отрезок 
ОР равен стороне вписанного в ту же окружность правильного 
десятиугольника. 

9. На рис. 20 показан прямоугольник АЕРй в золотом сече¬ 
нии, построенном из квадрата АВСО. Продолжите построение: 
начертите квадрат ВЕР'С' и докажите, что точка Р' делит отре¬ 
зок ВЕР'С' в среднем и крайнем отношении. Можете ли вы про¬ 
должить построение и дальше? 



Глава 3 


Леонардо да Винчи 


Леонардо да Винчи (1452—1519) — одна из зага¬ 
док истории. Он снискал славу непревзойденного ху¬ 
дожника, великого ученого, гения, предвосхитившего 
многие изобретения, которые не были осуществлены 
вплоть до XX в. Не случайно анализу творчества 
Леонардо да Винчи посвятили свои работы многие 
выдающиеся психологи. Нет сомнений в том, что Лео¬ 
нардо да Винчи был великим художником, это при¬ 
знавали уже его современники, но его личность и 
деятельность навсегда останутся покрытыми тайной, 
поскольку в отличие от Витрувия или Дюрера он 
оставил потомкам не связное изложение своих идей, а 
лишь многочисленные рукописные наброски, заметки , 
в которых говорится в самом прямом смысле «обо 
всем на свете». 

Записные книжки Леонардо да Винчи на протя¬ 
жении необъяснимо долгого времени оставались неиз¬ 
данными и практически были преданы забвению. 
Вместе с тем нельзя не отметить, что уже в XVI и 
XVII вв. понимали их исключительную ценность и за 
право обладания несколькими страницами рукописи 
велись жестокие споры. Этим объясняется, почему 
рукописи Леонардо да Винчи рассеяны по всей Ев¬ 
ропе, их можно встретить в Британском музее (Лон¬ 
дон), в Эшбернхэм Плейс (графство Суссекс, Анг¬ 
лия), в Лувре и, конечно, во многих музеях и собра¬ 
ниях Италии; впрочем, такова участь всего, что было 
создано итальянским Возрождением *. 


* Самым большим событием последних лет в области изу¬ 
чения наследия Леонардо да Винчи явилось обнаружение боль¬ 
шого свода его рукописей, хранящихся в музее в Мадриде. — 
Прим . ред. 
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Надо думать, лучше не задаваться вопросом, 
сколько времени потратили владельцы рукописей Лео¬ 
нардо да Винчи в попытках их прочесть. «Он писал 
справа налево, неразборчивым почерком и левой ру^ 
кой», — сообщает Вазари, итальянский биограф ху¬ 
дожников Возрождения. И действительно, рукописи 
Леонардо да Винчи — самый известный из сущест¬ 
вующих образец зеркального письма. Те, кто пытался 
разобрать записи Леонардо да Винчи, неизменно об¬ 
наруживали, что зеркало здесь не помогает, им 
приходилось учиться читать текст с листа, без каких- 
либо вспомогательных средств. Но, разумеется, рас¬ 
шифровка записей наталкивалась и на другие труд¬ 
ности. Леонардо да Винчи имел обыкновение сливать 
при письме короткие слова, не ставил знаков препи¬ 
нания, акцентов и не прибегал ни к каким другим 
облегчающим чтение приемам. Одна страница может 
начинаться у него с перечня основных сведений по 
астрономии или о движении Земли, потом идут за¬ 
коны распространения звука, и все это завершается 
рассуждениями о цвете. На другой странице сразу 
за исследованием строения внутренностей вы обнару- 
живаете философские замечания об отношении поэ¬ 
зии к живописи. «Рассеянию» страниц рукописей в 
еще большей мере способствовало то, что они не были 
переплетены. Возможно, столь страстное стремление 
коллекционеров к обладанию хотя бы несколькими 
страницами записных книжек Леонардо да Винчи 
объясняется тем, что на них имеются рисунки. Боль¬ 
шинство из них выполнено пером, и лишь некото* 
рые — красным мелком. Часть записей сделана сереб¬ 
ряным карандашом. 

Первые записи относятся к 1490 г., когда Леонар¬ 
до да Винчи был уже зрелым человеком, и продол¬ 
жаются вплоть до его кончины, охватывая промежу¬ 
ток времени примерно в 30 лет. Интересно заметить, 
что почерк художника на протяжении всех этих лет 
оставался неизменным. 

Наша первая цитата из Леонардо да Винчи гла¬ 
сит: «Пусть никто , не будучи математиком , не дерз 
нет читать мои труды». 

Не упуская из виду это предостережение, посмот¬ 
рим, что говорит Леонардо да Винчи о перспективе#. 
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Напомним, что авторы эпохи Возрождения не счи* 
тали теорию перспективы и оптику различными нау« 
ками. И действительно, перспектива, понимаемая в 
наиболее широком смысле, есть не что иное, как нау« 
ка о вйдении. Леонардо да Винчи утверждает сле¬ 
дующее: 

«Из всех заслуживающих изучения первопри« 
чин и действующих начал природы восторг зри¬ 
теля вызывает главным образом Свет, а из до¬ 
стопримечательностей Математики разум иссле¬ 
дователя в несравненно большей степени, чем все 
остальное, возвышает непреложность ее доказа¬ 
тельств. Поэтому из всех выработанных людьми 
курсов и систем обучения особое предпочтение 
надлежит отдавать теории перспективы. В этой 
области науки луч света принято объяснять на 
основе методов доказательства, составляющих 
славу не столько математики, сколько физики, и 
украшенных цветами их обеих». 

Леонардо да Винчи подразделяет теорию перспек¬ 
тивы на три части. Первая занимается изучением 
того, как уменьшаются по мере удаления размеры не¬ 
прозрачных предметов, вторая занимается изучением 
того, как расплываются контуры непрозрачных объ¬ 
ектов, и третья — как уменьшаются размеры и ослаб¬ 
ляется окраска с увеличением расстояния. 

«Все проблемы Перспективы можно прояс¬ 
нить при помощи пяти терминов Математики: 
точка, линия, угол, поверхность и тело. Точка не 
часть линии. Наименьшая природная точка боль¬ 
ше всех математических точек. Это доказывается 
тем, что природная точка обладает протяжен¬ 
ностью, а все обладающее протяженностью бес¬ 
конечно делимо. Математическая же точка неде¬ 
лима, так как не имеет размеров... Если одна 
точка внутри окружности может быть началом 
бесконечно многих прямых и концом бесконечно 
многих прямых, то должно существовать беско¬ 
нечно много точек, отличных от нее. Слившись 
вновь, они превращаются в одну точку, из чего 
следует, что часть может быть равна целому». 

Этот отрывок из записных книжек ясно показы¬ 
вает, что Леонардо да Винчи оспаривает мнение 
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Евклида. Одно из «общих понятий» в его «Началах» 
гласит: «Целое больше части». Хотя это утверждение 
приемлемо, когда мы рассматриваем конечное множе- 
ство предметов, оно перестает быть верным при пе¬ 
реходе к бесконечным множествам. Леонардо да Вин¬ 
чи вполне отчетливо сознавал различие между аб¬ 
страктной, математической, и реальной, физической, 
точкой. Евклид дает следующее определение точки: 
«Точка есть то , что не имеет частей », но в дальней¬ 
шем нигде им не пользуется. 

В приведенном выше отрывке Леонардо да Винчи 
имеет в виду бесконечное множество исходящих из 
одной точки лучей (рис. 27), на каждом из которых 
вблизи общего центра выбрано по точке, устремлен¬ 
ной к центру. Сто лет спустя Галилея (1564—1642) 
все еще продолжали беспокоить проблемы бесконеч¬ 
ности и то из «общих понятий» в «Началах» Евкли¬ 
да, в котором говорится, что каждому целому числу п 
можно поставить в соответствие четное целое число 
2п: 

1 234 5 6 7 ... п ... 

1 \ | | | | \ | 

2 4 6 8 10 12 14 ... 2и ... 

Это означает, что четных чисел столько же , сколько 
всех целых чисел , хотя очевидно, что целых чисел 
больше, чем четных. Реальный прогресс в разрешении 


Рис. 27. 
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парадокса был достигнут лишь в XIX в., когда над 
проблемой принялся размышлять Кантор *. 

В своих записях Леонардо да Винчи затрагивает 
и другие основные понятия геометрии. По поводу гра- 
нішй тела он замечает следующее: «Границы тел 
почти бесплотны... О художник! Не обводи тела ли¬ 
ниями». Четыреста лет спустя Ван Гог шокировал 
художественный мир своими картинами, на которых 
подсолнухи и кресла были обведены жирными ли¬ 
ниями. 

Леонардо да Винчи подверг тщательному анализу 
концепцию пирамиды зрения и весьма убедительно 
подтвердил правильность своих идей при помощи ка¬ 
меры-обскуры. Именно ему принадлежит первое опи¬ 
сание этого устройства, представляющего собой не 
что иное, как фотоаппарат с булавочным отверстием 
вместо объектива и экраном из матового стекла вме¬ 
сто задней стенки с фотопленкой. Отверстие проко¬ 
лото в передней стенке камеры и обращено к объ¬ 
екту «съемки». Изображение на экране имеет есте¬ 
ственные цвета, но получается перевернутым. Поль¬ 
зуясь линзой, его можно обратить и рассматривать в 
правильном положении. Мы видим, что камера-об¬ 
скура позволяет с легкостью получать изображение 
пейзажа на плоской поверхности, и многочисленные 
свидетельства подтверждают, что художники-пейза¬ 
жисты пользовались камерой-обскурой. В старинных 
усадьбах роль камеры-обскуры играла специальная 
комната, находясь в которой гости могли обозревать 
изображение окрестностей на стене. Многие из таких 
простых удовольствий ныне забыты. 

Пользуясь камерой-обскурой, нетрудно доказать 
существование точек схода , но Леонардо да Винчи на¬ 
шел более простое доказательство, способное убедить 
сомневающихся. «Когда вам случится проходить по 
вспаханному полю, — советует он, — взгляните на бо¬ 
розды... и вы увидите, будто каждая пара борозд 
сближается, а их дальние концы смыкаются». 


* Ресіое Э. ТЬе Сепііе Агі о! МаІНетаІісз. — К Т еѵѵ Уогк: 1973, 
сЬ. 3. [Ср. Радемахер Т. и Теплиц О. Числа и фигуры, — М.: Нау¬ 
ка, 1966, тема 7. — Ред.] 
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Рис. 28. 


Упоминает Леонардо да Винчи и об одном кажу¬ 
щемся парадоксе в теории перспективы, который и 
поныне представляет известный интерес. Этот же па¬ 
радокс рассматривал Пьеро делла Франческа. Если 
точку зрения выбрать перед выстроенными в ряд ко¬ 
лоннами (например, встать перед колоннадой, укра¬ 
шающей фасад храма), то на перспективном изобра¬ 
жении крайние колонны окажутся шире средних, хотя 
они и отстоят от наблюдателя на большее расстоя¬ 
ние. Разумеется, мы предполагаем, что все колонны 
имеют одинаковую толщину, и на поперечном сече¬ 
нии колоннада выглядит как ряд кругов одинакового 
радиуса. Достаточно рассмотреть три из них (рис. 28), 
чтобы стало ясно: изображения двух крайних кругов 
на картинной плоскости шире изображения ближай¬ 
шего к точке зрения круга. Иначе говоря, отрезок РС} 
больше отрезка /?$. 

Леонардо да Винчи знал, что кажущиеся размеры 
предмета зависят не от расстояния, отделяющего пред¬ 
мет от наблюдателя, а от угла, под которым ему ви¬ 
ден предмет. Одинаковы ли размеры сравниваемых 
нами предметов? Может показаться, что на этот во¬ 
прос отвечать следует утвердительно, поскольку по¬ 
перечные сечения всех колонн имеют форму кругов 
одинакового радиуса. В действительности окружно¬ 
сти, ограничивающие крайние круги, открыты для 
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обозрения больше, чем окружность среднего круга, 
по угол, под которым видны крайние окружности, 
меньше. Представьте себе, что круг, стиснутый между 
прямыми, проведенными к нему от глаза, скользит по 
этим прямым к вам. По мере приближения круга 
прямые должны расходиться, по мере удаления — 
смыкаться. Наибольшая часть граничной окружности, 
доступной наблюдению, никогда не превышает поло¬ 
вины окружности, видимой, когда круг находится на 
очень большом удалении от глаза. Наименьшая часть 
может быть сколь угодно мала, когда круг вплотную 
приближается к глазу. 

Как мы уже упоминали, воспринимать точное 
перспективное изображение иногда бывает затрудни¬ 
тельно, поскольку оно кажется неправдоподобным. 
Представьте себе, что вы стоите перед очень длинной 
стеной. Изобразили бы вы ее верхний край в виде 
горизонтальной прямой, пересекающей всю картину? 
Теоретически поступить следовало бы именно так, но 
по опыту вам известно, что если смотреть прямо 
перед собой на ближайшую точку стены, то дальние 
точки, видимые боковым зрением, как бы выходят из 
плоскости, стремясь охватить вас. Крупные снимки, 
выполненные камерой с булавочным отверстием в ка¬ 
честве объектива, выглядит нереальными, поскольку 
в любой момент времени глаз воспринимает лишь ог¬ 
раниченный участок пространства и непрестанно вно¬ 
сит довольно сложные поправки. 

Леонардо да Винчи ясно сознавал трудности, свя¬ 
занные с монокулярной перспективой. В той же за¬ 
метке, в которой он рассматривает кажущийся пара¬ 
докс с перспективным изображением колоннады, упо¬ 
минается и монокулярная перспектива: 

«Но указанное изобретение требует зрителя, 
который бы стоял, приложив глаз к малому от¬ 
верстию, и тогда у этого малого отверстия все бу¬ 
дет обстоять очень просто. Но поскольку одну и 
ту же картину, создаваемую этим устройством, 
пытаются одновременно видеть много глаз, на¬ 
блюдать эффект перспективы удастся лишь од¬ 
ному зрителю, а для остальных эффект будет 
смазан. Поэтому следует всячески избегать слож¬ 
ной и придерживаться простой перспективы, 
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передающей плоскости не в сокращенном, а по 
возможности в естественном виде. Эта простая 
перспектива, в которой плоскость пересекает пи¬ 
рамиды, сообщающие глазу зрительные образы* 
на одинаковом расстоянии от глаза, согласуемся с 
нашим повседневным опытом, проистекающим от 
искривленной формы зрачка, секущего пирамиды 
на одинаковом расстоянии от зрительного об¬ 
раза». 

Если на рис. 28 включить в рассмотрение дуги; 
высекаемые углами, под которыми видны колонны, 
из окружности с центром в точке зрения, то есть в об¬ 
щей вершине этих углов, то нетрудно заметить, что 
более далекой окружности отвечает меньшая высе¬ 
каемая дуга, чем близкой окружности. Следователь¬ 
но, изображение, даваемое простой перспективой Лео¬ 
нардо да Винчи на искривленной поверхности, не бу¬ 
дет казаться зрителю неправдоподобным. 

Мы уже упоминали (см. стр. 65) о том, что Ра¬ 
фаэль рисовал сферы такими, какими их ожидал уви¬ 
деть зритель, а не наблюдатель, разглядывающий их 
через крохотное отверстие, и что в его «Афинской 
школе» имеется несколько выделенных точек зрения. 
Леонардо да Винчи был необычайно практичным 
художником и не считал нужным строго придержи¬ 
ваться теории, если построенная по всем правилам 
картина может быть неприятна зрителю. Разумеется, 
человеческий глаз обладает замечательной способ¬ 
ностью к аккомодации, и многие люди испытывают 
раздражение и беспокойство, когда им неожиданно 
указывают на то, сколь велики поправки, вносимые 
глазом в наблюдаемую картину. 

Всем нам приходилось видеть восход полной Луны. 
У горизонта она кажется огромной. Но стоит Луне 
подняться выше, как ее видимые размеры заметно 
уменьшатся. 

Несколько лет назад мне довелось обедать в од¬ 
ном пансионате. За столом собралось человек двенад¬ 
цать самых различных профессий, и разговор зашел 
о видимых размерах Луны. Я заметил, что в дей¬ 
ствительности они остаются неизменными и нам лишь 
кажется, будто восходящая Луна уменьшается. Ведь 
когда она показывается из-за горизонта, мы можем 
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сравнивать ее с близкими предметами, например с 
деревьями, зданиями и т. п., а когда Луна поднимает¬ 
ся высоко в небо, то сравнивать ее не с чем. Мне из¬ 
вестно, продолжал я, что расстояние от моего гл*аза 
до Луны вряд ли успевает измениться сколько-нибудь 
значительно, пока она восходит, поэтому угол, под 
которым я вижу Луну, остается практически неизмен¬ 
ным, а именно от этого угла зависят видимые раз¬ 
меры нашего спутника. Разумеется, необходимо 
также учесть атмосферную рефракцию, напряжение 
глазных мышц при различных положениях головы, 
последующую аккомодацию глаза и т. д. 

К моему удивлению, это высказывание встретило 
резкие возражения кое-кого из присутствовавших* 
Вскоре, как это часто бывает в спорах, где одна сто¬ 
рона ощущает свое превосходство над другой, стали 
раздаваться прозрачные намеки на то, что не только 
мои суждения, но и мои моральные принципы, долж¬ 
но быть, оставляют желать много лучшего! Чтобы 
разрядить обстановку, наш хозяин, художник по про¬ 
фессии, решил позвонить своему отцу, вышедшему на 
пенсию школьному учителю. Его ответ лишь усугубил 
положение. «Передай своим гостям, — заключил он, —- 
что все сказанное доктором Пидоу безусловно верно!» 

Леонардо да Винчи, к мнению которого всегда 
прислушивались с величайшим уважением, проявлял 
большой интерес к астрономии, причинам лунных зат¬ 
мений и т. п. Как видно из его заметок, он считал, что 
Луна подвержена действию силы земного притяже¬ 
ния так же, как и все предметы на Земле. Своими 
смелыми идеями в астрономии он намного опередил 
своих современников, а питая огромный интерес к 
свету, предвосхитил открытие Ньютоном составной 
природы белого света. Леонардо да Винчи писал: 
«Белое само по себе не цвет, а нейтральный носитель 
любого цвета». В другой заметке он рассматривает 
вопрос о том, «не вызваны ли цвета радуги Солнцем», 
и приходит к заключению, что причину здесь следует 
искать в чем-то другом, поскольку радужная окраска 
наблюдается часто и тогда, когда Солнце скрыто за 
тучами, в чем можно убедиться, приложив к глазу ку¬ 
сок грубого стекла с мелкими пузырьками воздуха* 
Затем Леонардо да Винчи задается вопросом, не 
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связано ли появление цветов радуги отчасти с самим 
глазом. Однако, наблюдая за солнечным светом, про¬ 
ходящим через мелкие пузырьки, за радужной окра¬ 
ской на земле, он заключает, что эта окраска не зависит 
от глаза. Ньютон выполнил такой же эксперимент, но 
не с пузырьками, а с призмой, и на основании его 
пришел к выводу о составной природе белого цвета. 

Будучи художником, Леонардо да Винчи очень 
интересовался тенями, и в его заметках содержится 
множество соображений относительно различного ро¬ 
да теней и того, как они взаимодействуют между со¬ 
бой. Эти заметки и поныне представляют немалый 
интерес для художников. 

Заметки Леонардо да Винчи о пропорциях и дви¬ 
жениях человеческого тела, бесспорно, были напи¬ 
саны до 1498 г., поскольку в этом году вышла книга, 
в которой содержались ссылки на эти его работы. 
По-видимому, Леонардо да Винчи не считал свои 
исследования законченными, и увлечение анатомией, 
продолжавшееся с 1510 по 1516 г., вернуло его к раз¬ 
мышлениям о пропорциях человеческого тела. Вот не¬ 
сколько отрывков из его записных книжек. 

«Всякий человек в возрасте трех лет дости¬ 
гает половины его полного роста... Возьмите че¬ 
ловека в 3 браккии (6 футов) и обмерьте его ли¬ 
нейкой, которую я дам. Длина ладони вместе с 
вытянутыми пальцами составит 7з браккии и 
укладывается 9 раз в росте человека. То же мож¬ 
но сказать и о лице, о расстоянии от ямки под 
горлом до плеча, от плеча до соска груди, от 
соска одной груди до соска другой и от каждого 
соска до ямки под горлом...» 

Дальнейшее перечисление результатов обмера за¬ 
нимает несколько страниц. Цитирует Леонардо да 
Винчи и Витрувия: 

«Если вы раздвкните ноги так широко, что 
ваш рост уменьшится на Ѵн> и разведете в сто¬ 
роны поднятые руки так, что средние пальцы ока¬ 
жутся на уровне макушки, то, да будет вам из¬ 
вестно, центр распростертых конечностей окажет¬ 
ся в пупке, а пространство, ограниченное ногами, 
будет равносторонним треугольником». 
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Рисунок Леонардо да Винчи (вклейка 3), иллки 
стрирующий эту запись, воспроизведен в изданиях 
Витрувия, вышедших в 1511 и 1521 гг. 

Мы уже отмечали, что Дюрер, занимаясь формами 
человеческого тела, не производил анатомических 
вскрытий. Леонардо да Винчи, намного опередив свое 
время, проявлял большой интерес к анатомии. Но в 
его записках мы встречаем и такое предостережение: 

«О художник-анатом! Следи за тем, чтобы 
слишком тщательная прорисовка костей, сухожи¬ 
лий и мышц не сковала твоей живописи, отчего 
все фигуры одеревянеют... Для художника, знаю¬ 
щего, как выглядят обнаженные конечности во 
всех положениях и какие действия они могут 
производить, необычайно важно постичь анато¬ 
мию сухожилий, костей, мышц и связок для того, 
чтобы при различных движениях и усилиях знать, 
какие нервы или мышцы их вызывают, и изобра¬ 
жать выступающими и утолщенными лишь их, а 
не все мышцы, покрывающие конечность, как де¬ 
лают многие, казалось бы, великие мастера, изо¬ 
бражая нагие фигуры, которые кажутся деревян¬ 
ными, лишенными изящества и выглядят так, 
будто перед вами мешок с грецкими орехами, а 
не человеческое тело, и пучок редиски вместо 
мышцы». 

Как уже упоминалось, Леонардо да Винчи пред¬ 
восхитил многие из последующих открытий и изобре¬ 
тений. В частности, ему, по-видимому, принадлежит 
честь открытия того, что в наши дни принято назы¬ 
вать тестом Роршаха: испытуемому показывают кляк¬ 
сы, сделаные черными и красными чернилами, и про¬ 
сят рассказать, какие ассоциации они у него рож¬ 
дают. По ответам судят о психическом состоянии 
больного. Леонардо да Винчи замечает: 

«... Новый способ исследований, хотя он мо¬ 
жет показаться тривиальным и почти нелепым, 
необычайно полезен, ибо развивает изобретатель¬ 
ность ума. Состоит он в следующем. Если вы 
смотрите на стену, покрытую пятнами или выло¬ 
женную камнями разной формы и цвета, и вам 
нужно придумать какую-нибудь сцену, то в кон¬ 
турах пятен или очертаниях камней вы мажете 
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усмотреть сходство с различными ландшафтами, 
украшенными горами, реками... Картины на сте¬ 
не смутны и неотчетливы, подобно звукам коло¬ 
колов, в звоне которых можно услышать любое 
задуманное вами слово или имя». 

Леонардо да Винчи был одним из разносторонней- 
ших людей Возрождения. Он снискал известность как 
архитектор, художник и скульптор. Отправившись в 
1482 г. в Милан, Леонардо да Винчи предложил свои 
услуги семейству Сфорца, направив им пространное 
письмо, большую часть которого занимало описание 
его инженерных способностей и познаний в вопросах 
военного искусства. В заключении письма говорится: 

«Надеюсь, что в мирное время я мог бы бо¬ 
лее полно, чем кто-либо другой, удовлетворить 
ваши запросы в архитектуре, занимаясь строи* 
тельством общественных и частных зданий и ак- 
ведуков. Я умею также ваять скульптуры в мра- 
море, бронзе или глине и искусен в живописи, где 
мои работы выдержат сравнение с работами лю¬ 
бого мастера, кто бы он ни был...» 

Приведем лишь один из проектов собора, принад¬ 
лежащих Леонардо да Винчи (вклейка 20). В основу 
планировки положены правильные многоугольники. 
В гл. 4 при обсуждении формы в архитектуре мы еще 
вернемся к этому проекту. Известно, что по одному 
из своих проектов Леонардо да Винчи даже построил 
макет, после чего было воздвигнуто и здание в на¬ 
туре, но обычно этот великий человек не доводил до 
завершения свои проекты в области искусства. В по¬ 
следний период жизни Леонардо да Винчи это, воз¬ 
можно, объяснялось тем, что его помыслами всецело 
завладела геометрия. 

В 1501 г. Изабелла д’Эсте при посредничестве фра 
Пьетро да Новеллара, читавшего проповеди во Фло¬ 
ренции, пыталась заказать Леонардо да Винчи кар¬ 
тину, но святой отец сообщил ей, что художник более 
чем обычно поглощен математикой, отвлекающей его 
от живописи, и «не берет кисть в руки». 

Обратимся теперь к некоторым из экскурсов Ле¬ 
онардо да Винчи в геометрию. Разумеется, в тех слу¬ 
чаях, когда ему хотелось, он был превосходным гео- 
метром-практиком. Но некоторые из его чертежей 
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производят жалкое впечатление, даже если сделать 
скидку на почтенный возраст рукописи. По-видимому, 
его весьма занимали вопросы, не имеющие в наших 
глазах особого значения. Некоторые страницы ру« 
кописей Леонардо да Винчи испещрены набросками, 
относящимися к подсчету площадей луночек — фигур, 
ограниченных дугами окружностей (вклейка 21). Гип¬ 
пократ Хиосский (IV в. до н. э.) совершил удивитель¬ 
ное открытие, доказав, что некоторые лунки квадри¬ 
руемы, то есть циркулем и линейкой можно построить 
квадрат, имеющий одинаковую с рассматриваемой 
луночкой площадь. Этот результат вызвал большой 
интерес, поскольку считалось, что если можно квад¬ 
рировать фигуру, ограниченную двумя дугами окруж¬ 
ностей, то и задача о квадратуре круга , то есть о по¬ 
строении квадрата, равного по площади данному кру¬ 
гу, ограниченному лишь одной дугой окружности , так¬ 
же должна допускать решение. 

Эта надежда не сбылась, но разобраться в том, 
что доказал Гиппократ, все же не лишне. В треуголь¬ 
нике АВС (рис. 29) угол при вершине С —прямой, 
поэтому полуокружность, построенная на отрезке АВ 
как на диаметре, проходит через точку С. На сторо¬ 
нах АС и ВС как на диаметрах также построены по¬ 
луокружности. Гиппократ доказал, что сумма площа¬ 
дей двух луночек, заштрихованных на рис. 29, равна 
площади треугольника ЛВС. 



99 


Действительно, по теореме Пифагора, АВ 2 =* 
= ЛС 2 + 5С 2 . Краме того, как известно, все полу¬ 
круги подобны, поэтому их площади пропорциональ - 
ны квадратам диаметров. Следовательно, 

площадь полукруга, построенного на стороне АВ 
как на диаметре , = 

= площадь полукруга , построенного на стороне 
АС как на диаметре , + 

+ площадь полукруга , построенного на стороне 
ВС как на диаметре. 

Пусть і и М — площади луночек, х и у — площади 
незаштрихованных сегментов полукруга с диаметром 
АВ и Д — площадь треугольника АВС. Тогда 

А + х + У = х + 1 + У + М у 

откуда 

Ь + М = А. 

Теорема о луночках Гиппократа пленила Леонар¬ 
до да Винчи. Нетрудно видеть, что ее можно обоб¬ 
щить, если полукруги строить как на диаметрах не 
на сторонах прямоугольного треугольника, а на сто¬ 
ронах квадрата и других правильных многоугольни¬ 
ков. Именно такими построениями и занялся Леонар¬ 
до да Винчи. У Гиппократа имеется также теорема о 
луночках, построенных на сторонах вписанного в круг 
правильного шестиугольника (рис. 30). Согласно этой 
теореме, сумма площадей трех темных луночек плюс 
площадь одного малого полукруга равна половине 
площади правильного шестиугольника. Доказатель¬ 
ство ее мы предоставляем читателю в качестве упраж¬ 
нения (см. стр. 107). 

При построении угла в 15° приходится проводить 
большое число окружностей, но Леонардо да Винчи 
показал, как этот угол можно построить при помощи 
заржавленного циркуля, не способного изменять свой 
раствор. Предложенный Леонардо да Винчи способ 
построения основан на теореме о том, что централь¬ 
ный угол (с вершиной в центре окружности) вдвое 
больше любого вписанного угла (с вершиной, лежа¬ 
щей на окружности), опирающегося на ту же дугу 
окружности. Рис. 31 поясняет найденное Леонардо да 
Винчи применение этой теоремы. Опишем нашим фик¬ 
сированным радиусом окружность с центром в точке 
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Рис. 30. 


В и, выбрав на ней произвольную точку Л, сделаем 
при помощи циркуля засечки В и С по обе стороны 
от точки Л. Треугольник ЛВВ— равносторонний, и 
прямая ВС перпендикулярна стороне АО и делит ее 
пополам. Окружность с центром в точке В проходит 
через точки Л и В, и если Е — точка пересечения этой 
окружности с прямой ВС, то угол ЛВС— это и есть 
тот угол в 15°, который требовалось построить. Дока¬ 
зывается это утверждение совсем просто. Угол ВВЛ 
равен 60°, а прямая ВС делит его пополам, поэтому 
угол АВЕ равен 30°. Окружность с центром в точке В 
проходит через точки В, В и Л, и дуга АЕ видна из 
точки О под вдвое меньшим углом, чем из центра В. 
Следовательно, угол АВЕ равен 15°. 

Хотя Леонардо да Винчи, по-видимому, знал «На¬ 
чала» Евклида, где, как мы видели (см. стр. 75), из¬ 
ложено построение правильного пятиугольника, он 
неоднократно предпринимал попытки разработать но¬ 
вые способы построения правильного пятиугольника и 
некоторые из них сам же охарактеризовал как /а/$о 
(ложные). По отрывочным записям и схематическим 
рисункам трудно судить о реальных возможностях 
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Рис. 31. 


человека, но некоторые авторитеты со всей опреде¬ 
ленностью заявляют, что Леонардо да Винчи не уда¬ 
лось внести в геометрию вклад, который был бы до- 
стоен упоминания в анналах истории. Впрочем, со* 
вершенно ясно, что Леонардо да Винчи не питал осо¬ 
бого интереса к чисто теоретическим построениям. 

Но обратимся теперь к Герману Вейлю*. В своей 
известной книге «Симметрия» ** он утверждает сле¬ 
дующее: 

«Леонардо да Винчи систематически занимал¬ 
ся вопросом об определении возможных видов 
симметрии для центрального здания, а также о 
том, каким образом следует производить при¬ 
стройку к ним часовен и ниш, не разрушая сим¬ 
метрии ядра архитектурного ансамбля. Будучи 
выраженным в современных абстрактных терми¬ 
нах, его результат, в сущности, совпадает с при¬ 
веденной нами выше таблицей возможных ко- 


* Г. Вейль (1885—1955) —один из крупнейших математиков 
XX в., внесший весьма большой вклад едва ли не во все обла¬ 
сти математики и математического естествознания. См. подробнее 
Яглом И. М. Герман Вейль. — М.: Знание, 1967. — Прим . ред % 

** Вейль Г. Симметрия. — М.: Наука, 1968, стр. 92. 
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нечных групп вращений (собственных и зеркаль¬ 
ных) для случая двух измерений». 

Здесь приведены несколько рисунков Леонардо да 
Винчи, на которые ссылается Вейль. На первый 
взгляд может показаться, что эти рисунки не имеют 
никакого отношения к проектированию здания, но в 
действительности они позволяют проследить основную 
идею (рис. 32). Мы не будем затрагивать понятие 
группы до гл. 9. Пока же достаточно заметить, что 
хотя Леонардо да Винчи ограничился вписанным в 
окружность правильным восьмиугольником, а Вейль 
имеет в виду вписанный в окружность правильный 
я-угольник, работа Леонардо да Винчи свидетель¬ 
ствует о том, что он отчетливо сознавал все возмож¬ 
ности, которые таит в себе симметрия, и уже одно это 





Рис. 32. 
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обеспечивает ему почетное место в истории геометрии. 

Леонардо да Винчи предложил также интересный 
способ построения эллипса. Известно, что если выре- 
зать из бумаги произвольный треугольник АВС (или 
взять шаблон с соответствующей прорезью), прове¬ 
сти на листе бумаги две прямые / и ш, а затем при-, 
кладывать наш шаблон, то есть треугольник АВС 9 
так, чтобы вершина А лежала на прямой /, а вершина 
В — на прямой т, отмечая всякий раз на бумаге по¬ 
ложение вершины С, то различные положения этой 
вершины С заполнят эллипс (рис. 33). 

сжимание Леонардо да Винчи привлек другой ас¬ 
пект этого построения. Он мысленно представил себе, 
что в точке С закреплена игла п перемещается не 
шаблон с треугольной прорезыо, а плоскость под ним, 
на которой проведены прямые / и ш, при этом необ¬ 
ходимо следить за тем, чтобы прямая / неизменно 
проходила через неподвижную точку Л, а прямая 
т — через неподвижную точку В. Закрепленная в 
точке С игла опишет при этом часть эллипса. Такой 
способ построения эллипса («патрон Леонардо да 
Винчи») находит применение при обточке шарнирных 
соединений, кулачковых валиков и подобных им де¬ 
талей. 

Наконец, с именем Леонардо да Винчи связано 
открытие центроида (центра тяжести) тетраэдра. 
Чтобы пояснить, что это такое, мы начнем с треуголь¬ 
ника АВС , вырезанного из какого-нибудь однородного 
материала, например из листа металла. Существует 
ли внутри треугольника АВС такая точка О, что если 
треугольник приложить к стене и вбить в точку О 
гвоздь, то он останется висеть в любом положении, 
какое бы ему ни придать? Такая точка называется 
центром масс треугольника. Найти ее можно, проведя 
прямые, соединяющие вершину А с серединой сто¬ 
роны ВС У вершину В с серединой стороны СА и вер¬ 
шину С с серединой стороны АВ. Три проведенные 
прямые, называемые медианами треугольника АВС , 
проходят через одну точку. Это и есть точка С. Каж¬ 
дый из отрезков прямых, соединяющих середину сто-* 
роны треугольника с противолежащей вершиной, точ¬ 
ка С делит в отношении 2:1, считая от вершины 
(рис. 34). 
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Рис. 34. 


Эта теорема была известна еще Архимеду, а Лео¬ 
нардо да Винчи восхищался его работами, известны¬ 
ми в то время. Принято считать, что вклад самого 
Леонардо да Винчи состоял в определении центра 
тяжести тетраэдра, то есть однородного простран¬ 
ственного тела (треугольной пирамиды), играющего в 
стереометрии роль треугольника. Леонардо да Винчи 
принадлежит правильное утверждение о том, что 
центр тяжести однородного тетраэдра находится в 
точке, которая делит в отношении 3: 1 (считая от 
вершины) отрезок прямой, проходящей через центр 
тяжести основания и противолежащую вершину тет¬ 
раэдра. Отсюда следует, что все прямые, проходящие 
через центры тяжестей граней и противолежащие 
вершины тетраэдра, пересекаются в одной точке 
(рис. 35). Леонардо да Винчи не приводит доказатель¬ 
ства, быть может, он ограничился лишь краткой 
записью обнаруженного им факта. 

Мы начали эту главу, назвав Леонардо да Винчи 
одной из загадок истории. Последние исследования 
показали, что некоторые из содержащихся в его за¬ 
писных книжках идей, которые казались столь пора¬ 
зительными и оригинальными, по-видимому, пред¬ 
ставляют собой не более чем выписки из различных 
книг. Если Леонардо да Винчи вел лишь конспектия- 
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Рис. 35. 


ные записи чужих идей, то не его вина, что потомки 
поспешили провозгласить его чудо-изобретателем. 
В эпоху Возрождения новые идеи и изобретения но¬ 
сились в воздухе, а Леонардо да Винчи был человеком 
весьма любознательным. 

С другой стороны, великолепные рисунки на стра¬ 
ницах записных книжек бесспорно принадлежат са¬ 
мому Леонардо да* Винчи, и существуют первокласс¬ 
ные картины, несомненно нарисованные им. Как 
известно, современники высоко ценили Леонардо да 
Винчи. Его познания в геометрии не были достаточно 
глубоки для того, чтобы он мог справиться с решением 
особо трудных задач, однако, как мы увидим в гл. 5 
(см. стр. 171), не сумев решить теоретическую задачу 
в оптике, Леонардо да Винчи построил механизм, 
который позволил получить ее практическое решение* 


Упражнения 

1. Правильный шестиугольник АВСОЕР вписан в окружность 
с центром О. На диагонали ЛОЯ как на диаметре построен полу¬ 
круг. Кроме того, на сторонах АВ , ВС и СЯ шестиугольника, слу¬ 
жащих хордами большого полукруга с диаметром ЛОЯ, построе¬ 
ны три малых полукруга. Доказать, что сумма площадей трех лу¬ 
ночек, высекаемых из малых полукругов дугой большого полу¬ 
круга, и одного малого полукруга равна половине площади шести¬ 
угольника АВСОЕР. (Площадь половины шестиугольника в три 
раза больше площади любого из треугольников ЛОЯ, ЯОС, СОЯ. 
Прч решении задачи воспользуйтесь еще раз тем, что площадь 
потукруга пропорциональна квадрату его диаметра.) 

2. Сделайте шаблон с треугольной прорезью ЛЯС, проведите 
на листе бумаги прямые / и т и, наложив прорезь вершиной Л 
на прямую /, а вершиной Я на прямую т, отметьте положение 
вершины С. Повторите эту операцию несколько раз, пока не на¬ 
берется достаточное число точек, чтобы можно было начертить 
траекторию вершины С. Имеет ли эта траектория форму 
эллипса? 

3. Рассмотрите частный случай упражнения 2, когда прямая 
/ перпендикулярна прямой т. Пусть С — фиксированная точка 
на отрезке ЛЯ. Прокалывая бумагу в точке С, проследите за 
траекторией, которую описывает эта точка, когда точка Л дви¬ 
жется но прямой /, а точка Я — по прямой т. У вас получится 
эллипс с главными осями, принадлежащими прямым / и т. 

4. Рассмотрите еще один бариант предыдущего построения. 
Возьмите шаблон той же треугольной прорезью ЛЯС, что и 
прежде. Проведите две окружности с и й и расположите тре¬ 
угольник ЛЯС так, чтобы сторона ВС касалась окружности с, а 
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сторона СА — окружности Ж. Пользуясь стороной АВ прорези как 
линейкой, начертите прямую на листе бумаги, подложенном под 
шаблон. Повторив все операции достаточное число раз, вы уви¬ 
дите, что все прямые АВ касаются некоторой окружности. 

5. Пусть О — середина отрезка А В, длина которого равна 2. 
На отрезке А В как на диаметре постройте полуокружность. 
Пусть С — точка пересечения полуокружности с перпендикуляром, 
восставленным к отрезку А В из точки О. Достроив квадраты 
ОСКВ и ОС/Л, получите прямоугольник АВКІ, сторона //< кото¬ 
рого касается полуокружности в точке С. Проведите окружность 
с центром в середине отрезка ОС, проходящую через точку С и, 
следовательно, через точку О, и полуокружности с центрами в 
серединах отрезков ОВ и ОЛ, пересекающие окружность соответ¬ 
ственно в точках О и Г. Приняв за центр точку К, проведите 
(вне прямоугольника АВКІ) четверть окружности, проходящей 
через точки С и В\ аналогично, приняв за центр точку /, прове¬ 
дите четверть окружности, проходящей через точки С и Л. За¬ 
вершите теперь построение фигуры, проведя четверть окружности 
с центром в середине отрезка С/, проходящую внутри прямо¬ 
угольника АВКІ и содержащую точки Си/ 7 , четверть окружно¬ 
сти с центром в середине отрезка /Л, проходящую внутри прямо¬ 
угольника АВКІ и содержащую точки Р и Л, а также аналогич¬ 
ные четверти окружностей по другую сторону от оси симметрии 
СО. 

Леонардо да Винчи вычислил площади большей и меньшей 
луночек на этой фигуре, которая сама по себе представляет 
изящный геометрический орнамент. Быть может, вам удастся 
сделать больше. 




1. Кариатиды скульптора Гужона. «Зал кариатид», Лувр. 
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2. Иллюстрация из труда Витрувия «Об архитектуре» издания 
1684 г., наглядно показывающая, как автор представлял себе про¬ 
порции человеческого тела. Шкалы справа приведены для срав¬ 
нения греческих, римских и королевских (французских) единиц 

измерения. 
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3. Знаменитый рисунок из тетрадей Леонардо да Винчи, на нем 
отчетливо прослеживается влияние идей Витрувия. 
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4. План римского театра. 
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5. План греческого театра. В основу этого плана плана, поме¬ 
щенного на предыдущем рисунке, положены различные геометри¬ 
ческие фигуры. Изменения в планах отражают развитие формы 
и характера театрального представления. 
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6. Иллюстрация к легенде о происхождении мотива с листьями 
аканта в капители коринфской колонны по Витрувию. 













7. Боевые машины древних. Проектирование катапульт, баллист 
и осадных башен, согласно Витрувию, входило в обязанности 
римского архитектора. 
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8. Водяные часы* 


о которых говорится в труде Витрувия, 
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9. Архимедов винт, о котором упоминается в труде Витрувия. 
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10. Гравюра А. Дюрера «Меланхолия». На ней, как и на еле* 
дующей гравюре, отчетливо видно, как понимал перспективу 
Дюрер. Во времена Возрождения Меланхолию было принято 
связывать с артистическим темпераментом и творческими способ¬ 
ностями. На гравюре Дюрера ома окружена атрибутами геомет¬ 
рии и зодчества. 
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11. Гравюра А. Дюрера 


«Св. Иероним». 
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14. Гравюра А. Дюрера, на которой, изображено устройство для 
построения перспективных изображений, где глаз наблюдателя 
заменен одним концом нити. Рисовальщик может коснуться раз¬ 
личных частей предмета указателем, прикрепленным к другому 
концу нити, и отметить положение соответствующих точек на 
стеклянной пластинке. 
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15. Фотография сфер. Камера с объективом в виде булавочного 
отверстия воспроизводит все предметы такими, какими их видит 
человеческий глаз. Правильное перспективное изображение ссрсры 
может изменяться от круга до эллипса, но художники на протя- 
Жо'іпн веков упорно рисуют окружности независимо от того, с ка¬ 
кой точки зрения наблюдатель рассматривает сферу. 
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16. У. Хогарт. «Неправильная перспектива.*. Гравюра служит 
своеобразным комментарием художника к проблеме перспективы. 
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17. Гольбейн. «Французские послы». Где стоял художник? На 
переднем плане картины изображен светлый предмет странной 
формы, который, если посмотреть на него из определенной точки, 
оказывается человеческим черепом. 
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19. Рисунки из «Четырех книг о пропорциях» А. Дюрера. В своем 
трактате художник разработал методы, позволяющие на основе 
геометрических принципов изменять пропорции человеческих фи¬ 
гур. В частности, на этих рисунках показано, как получать кари¬ 
катурные изображения с помощью геометрии. 


а&п ЬтЬ«ЯФ Ьапзтг аіирОД» 



18. Рисунки из «Четырех книг о пропорциях» А. Дюрера. В зна¬ 
чительной мере они основаны на использовании геометрии. Так, 
например, положение колена Дюрер находит делением пополам 
отрезка прямой, соединяющего верхнюю точку бедра с основа¬ 
нием фигуры. Хотя художник исследовал результаты измерений 
сотен людей, в отличие от Леонардо да Винчи он никогда не 
занимался пластической анатомией. 
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20. План собора, разработанный Леонардо да Винчи. Как и дру¬ 
гие планы соборов, он основан на использовании правильных 
многоугольников. Интерес Леонардо да Винчи к ?тим геометри¬ 
ческим фигурам связан с его идеей о пристройке часовен к собо¬ 
рам, не нарушающей симметрию нейтрального здания. 


21. Страница из заметок Леонардо да Винчи* посвященная 

луночкам. 
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22. Вилла в Чезальто, построенная по проекту Палладио. Повто¬ 
рение одинаковых геометрических фигур и использование квад¬ 
рата, водруженного на прямоугольник, составленный из двух 
квадратов, характерно для архитектуры Возрождения. 


23. Т. Кук использовал при анализе картины Боттичелли «Рожде¬ 
ние Венеры» золотое сечение. 
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24. Джакопо де Барбари. «Портрет фра Луки Пачоли и его уче¬ 
ника Гидобальдо». Справа на столе виден додекаэдр, а в левом 
верхнем углу изображено одно из полуправильных архимедовых 

тел. 


Глава 4 


Форма в архитектуре* 


3 предыдущих главах мы неоднократно обсужда¬ 
ли, как выглядят различные предметы в архитектуре и 
в живописи. Теперь нам предстоит познакомиться с 
теорией пропорций в архитектуре. Могут ли чисто 
формальные соотношения в планировке здания до¬ 
ставлять зрителю эстетическое наслаждение? Некото¬ 
рые полностью отрицают такую возможность. Утвер¬ 
ждают даже, что всю проблему пропорций в 
архитектуре можно свести к механике несущих конст¬ 
рукций, к диктуемой ее законами структуре здания и 
что, кроме того, инженерное искусство способно дать 
единственное, безупречное и изящное решение любой 
проблемы, связанной с планировкой и проектировани¬ 
ем здания. Иначе говоря, структура плюс удобство 
пользования порождают целесообразность , которой 
отводилась столь важная роль в дискуссиях XVIII в. 
по эстетике и теории пропорций. Нередко критики и 
философы предпринимали попытки низвести теорию 
архитектурных пропорций до уровня учения о целесо¬ 
образности— строгом соответствии структуры здания 
его назначению. 

Нужно полагать, что в руках своих приверженцев 
эта теория столь же действенна, как и теория функ¬ 
ционализма, занимавшая некоторое время назад гос¬ 
подствующее положение в эстетике. Отвлекшись на 
мгновение от всех теорий, следует сказать, что наши 
оценки внешнего вида зданий во многом зависят от 
обычаев и традиций. Если бы можно было отобрать 
формы, наиболее приятные для глаза (именно в этом 


* В этой главе я (с разрешения автора) широко использую 
превосходную книгу Сколфилда «Теория пропорций в архитек¬ 
туре» (см. литературу). 
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и состоит основная трудность), то проблема пропор¬ 
ций в архитектуре допускала бы очень простое 
решение: максимально частое повторение этих 

форм. 

В эпоху Возрождения было распространено мне¬ 
ние о том, что наиболее приятны для созерцания те 
прямоугольники, стороны которых относятся как ча¬ 
стоты в гармоничном созвучии. Эти воззрения оши¬ 
бочно приписывали Витрувию. Древние греки, хотя и 
были людьми весьма образованными, но не оставили 
никаких описаний системы пропорций, которой они 
придерживались в архитектуре. Единственное дошед¬ 
шее до нас документальное свидетельство относится к 
более позднему периоду и принадлежит Витрувию. 
Как мы уже упоминали, переводчикам Витрувия 
нередко приходилось сталкиваться с тем, что был 
утерян первоначальный смысл ряда встречающихся в 
тексте слов и выражений. В период средневековья 
комментарии к Витрувию не составлялись, и изучение 
его наследия в эпоху Возрождения пришлось начать 
заново. Гуманисты раннего Возрождения были нео¬ 
платониками и венцом классической культуры считали 
труды Платона. Лишь немногие из них придавали 
значение тому, что писал о пропорциях в архитектуре 
Витрувий. В XVI в. математик Кардано приписал 
Витрувию теорию архитектурных пропорций, основан¬ 
ную на пропорциях музыкальных. В действительности 
сочинения Витрувия ее не содержат. Подобные идеи 
можно найти в «Тимее» Платона. Интерес же Витру¬ 
вия к музыке, как уже говорилось, ограничивался 
правильной настройкой струн в катапультах и конст¬ 
руированием резонаторов для театров, которые позво¬ 
ляли зрителям более отчетливо слышать актерские 
реплики. 

Архитектор эпохи Возрождения Альберти в своем 
сочинении «Десять книг о зодчестве» * писал: 

«...Вновь и вновь следует повторить изречение 
Пифагора: «Нет сомнений, что природа во всем 
остается себе подобной. Дело обстоит так: суще¬ 
ствуют числа, благодаря которым гармония зву- 

* Альберти Леон-Баттиста. Десять книг о зодчестве. — М.і 
изд. Всесоюзной Академии архитектуры, 1935, стр. 321, 
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ков пленяет слух, эти же числа преисполняют и 
глаза, и дух чудесным наслаждением». 

Альберти использовдл музыкальные пропорции 
для того, чтобы установить взаимосвязь между тремя 
измерениями: высотой, длиной и шириной, но при этом 
он не суммировал и не вычитал различные измерения. 
Музыкальная аналогия навела Альберти на мысль о 
том, что глазу доставляет наслаждение наблюдать 
пропорции, представимые в виде отношений целых 
чисел, а Кардано подтвердил, что такие отношения 
вызывают приятное ощущение, поскольку они пости¬ 
жимы разумом. Но при обсуждении этих вопросов в 
XIX в. выяснилось, что хотя октава и является одним 
из наиболее совершенных интервалов в музыке, одна¬ 
ко свойственное ей отношение 2 : 1 (таково отношение 
частот звуков, образующих октаву) вряд ли приемле¬ 
мо в архитектуре. 

Задолго до этого Хогарт в своем «Анализе пре¬ 
красного» (1753) обронил замечание об авторах, ко¬ 
торые «озадачили человечество не только множеством 
подробнейших и весьма произвольных шкал, но и 
странным представлением о том, будто эти шкалы 
подчиняются законам музыки». Позже Гельмгольц 
в «Учении о слуховых ощущениях как физической 
основе теории музыки» (1862) высказал мнение, что 
гармоничное звучание двух тонов, издаваемых стру¬ 
ной, можно объяснить весьма просто отсутствием 
неприятных биений между их обертонами, воспроиз¬ 
водимыми некоторыми мембранами человеческого 
уха. Таким образом, восприятие звука—явление в 
основном физиологическое, обусловленное строением 
уха, а не психологическое, зависящее от способности 
разума распознавать простейшие отношения. Иначе 
говоря, изменение мембран может повлечь за собой 
изменение эстетического эффекта звучания! К сожа¬ 
лению, в наши дни мы с гораздо меньшей уверенно¬ 
стью, чем Гельмгольц, говорим о том, что следует 
понимать под чисто физиологическим явлением . Не 
углубляясь еще дальше в эту спорную область, хоте¬ 
лось бы подчеркнуть большое значение какой бы то 
ни было теории в архитектурном проектировании. 

Палладио (1518—1580), живший через сто лет 
после Альберти, когда пошел на спад первый порыв 
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Возрождения, проявлял большую осторожность в вы¬ 
боре теоретических обоснований своих проектов. 
Контрреформация подчеркивала важность авторите¬ 
та. Это означало, что первостепенное значение 
приобретали Витрувий и выводы, сделанные на осно¬ 
вании археологических измерений памятников антич¬ 
ности, сохранившихся до тех дней. Там, где Палладио 
отходит от Витрувия, он ссылается на обмеры класси¬ 
ческих зданий, но упорно избегает музыкальных ана¬ 
логий и других идей Альберти, используя при опреде¬ 
лении высот сводчатых помещений лишь арифметиче¬ 
ское, геометрическое и гармоническое средние. 

Поясним кратко, как определяются эти средние. 
Последовательность чисел щ , а 2 , а 3 , а 4 , ••• называется 
арифметической прогрессией , если разность между 
любым числом и следующим за ним постоянна: 

а 2 — а { = а 3 — а 2 = а 4 — а 3 = ... . 

Например, числа 1, 3, 5, 7, 9, ... образуют ариф¬ 
метическую прогрессию. В любой арифметической 
прогрессии а\ + а 3 = 2а 2 , а 2 + а 4 = 2а 3 , ... и т. д., то 
есть каждое число равно полусумме соседних чисел. 
Каждый член арифметической прогрессии называется 
средним арифметическим соседних чисел, и мы полу¬ 
чаем правило для вычисления среднего арифметиче¬ 
ского двух заданных чисел а и Ь: 

среднее арифметическое = (а + Ь)/2. 

Если последовательность чисел а\, а 2 , а 3 , а 4 , ... 
обладает тем свойством, что отношение любого члена 
последовательности к предыдущему постоянно: 

а 2 /яі = а >Іа 2 = а 4 /а 3 = ..., 

то такая последовательность называется геометриче¬ 
ской прогрессией. В этом случае аіЯз = (а 2 ) 2 , а 2 а 4 — 
= (а 3 ) 2 , ..., поэтому каждый член геометрической 
прогрессии равен квадратному корню из произведе¬ 
ния соседних чисел, и среднее геометрическое двух 
заданных чисел а и Ь вычисляется по формуле 

(среднее геометрическое) 2 = аЬ. 

Наконец, последовательность чисел аі, 02 , 0з, а 4 , ... 
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называется гармонической прогрессией , если последо¬ 
вательность чисел , обратных данным, 


1 /а и 1/а 2 , 1 /а 3 , 1/а 4 , ... 


образует арифметическую прогрессию. Любой член 
такой последовательности называется средним гармо¬ 
ническим двух соседних членов, поэтому, для того 
чтобы найти среднее гармоническое двух заданных 
чисел а и Ь, мы сначала находим среднее арифмети¬ 
ческое (\/а-\- \/Ь)/2 обратных им чисел, а затем 
число, обратное этому среднему. Таким образом, 

среднее гармоническое = 2/(1/а + 1 /Ь) = 2аЫ(а + Ь). 

Пифагор был первым, кто заметил, что высота то¬ 
на, издаваемого натянутой струной, обратно пропор¬ 
циональна длине струны. Если дернуть натянутую 
струну, а затем прижать пальцем середину и снова 
дернуть, то тон, издаваемый струной во второй раз, 
будет на октаву выше, чем в первый. Если прижать 
струну и заставить колебаться лишь треть ее перво¬ 
начальной длины, то частота издаваемого ею тона 
будет втрое больше основной частоты. Прижимая 
струну в точках, отстоящих от конца на рациональное 
кратное первоначальной длины, мы получим всю гам¬ 
му. Отсюда ясно, сколь важное значение имеет гар¬ 
моническая последовательность, образуемая числами, 
обратными членам некоторой арифметической про¬ 
грессии. Разумеется, простейшая из гармонических 
последовательностей имеет вид 1, 1 / 2 , 1 /з, 1 /а 

Как уже говорилось, Палладио использовал сред¬ 
ние арифметическое, геометрическое и гармоническое 
для определения высоты сводчатых помещений. Ар¬ 
хитектурные идеи, пригодные для Италии, иногда пе¬ 
реносились в более холодные страны, что имело не¬ 
приятные для обитателей последствия: помещения с 
высокими потолками не удавалось натопить до сколь- 
нибудь терпимой температуры. При определении вы¬ 
соты комнат с плоскими потолками Палладио при¬ 
держивался более простого правила: он настоятельно 
рекомендовал следить за тем, чтобы высота помеще¬ 
ния была равна его ширине. 
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Англии Высокое Возрождение достигло столь 
поздно, что теория музыкальных пропорций сохрани¬ 
лась здесь до XVIII в. в своем первозданном виде. 
Затем ей указали на дверь. Это произошло как раз в 
то время, когда во Франции и Италии она испытывала 
вторичный расцвет, и, как мы видели, Хогарт попы¬ 
тался подорвать ту репутацию, которую теория музы¬ 
кальных пропорций могла обрести вновь. Но эта тео¬ 
рия знавала и более счастливые дни, именно ее 
придерживался Иниго Джонс (1573—1652), проекти¬ 
руя имеющий форму двойного куба Банкетинг-Хаус в 
Уайтхолле и виллу королевы в Гринвиче, в которой 
размеры всех комнат относятся между собой, как 
небольшие целые числа. 

Два квадрата, сложенные вместе, образуют двой¬ 
ной квадрат. Сложив два двойных квадрата, мы по¬ 
лучим квадрат, повторяющий своими очертаниями ис¬ 
ходный квадрат. Это простое аддитивное свойство 
квадрата широко использовалось в архитектуре эпохи 
Возрождения (вклейка 22). 

Дюрер исследовал и гармоническую, и арифмети¬ 
ческую шкалу пропорций. Гармоническая шкала по¬ 
зволила находить у 2> Уз и более мелкие доли еди¬ 
ницы, а арифметическая — складывать их. Говоря об 
обширных исследованиях пропорций человеческой 
фигуры, проведенных Дюрером, нельзя не упомянуть 
об одном примере повторяющихся отношений. Дюрер 
считал, что ему удалось обнаружить повторение отно¬ 
шений в измеренных расстояниях от шеи до бедра, от 
бедра до колена и от колена до лодыжки . По мнению 
Дюрера, эти расстояния образуют геометрическую 
прогрессию, и поэтому для большинства человеческих 
существ выполняется соотношение 

(от шеи до бедра) (от колена до лодыжки) = 

= (от бедра до колена) 2 . 

После Возрождения предпринимались попытки 
доказать, что архитекторы этой замечательной эпохи 
никогда не использовали несоизмеримых пропорций, 
то есть пропорций, не представимых в виде отношения 
двух чисел. Но даже Витрувий отстаивал использо¬ 
вание прямоугольников с отношением сторон, равным 
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V2, и, несомненно, именно по этой причине Палладио в 
1570 г. включил прямоугольник с отношением сторон, 
равным У2, в список семи форм, рекомендуемых для 
планировки комнат. 

Расширяющиеся пятиугольные звезды для этих 
целей, по-видимому, никогда не использовались, а 
ранее мы уже отмечали почти полное отсутствие пя¬ 
тиугольников в архитектуре. Быть может, стремление 
избежать пятиугольных форм как-то связано с маги¬ 
ческим значением, которое приписывалось пентаграм¬ 
ме. В то же время использование восьмиугольных 
звезд в архитектурных конструкциях не вызывает ни¬ 
каких сомнений (вклейка 20 и рис. 44). Этот проект 
Леонардо да Винчи — лишь один из многих в его 
записных книжках. Почти все они основаны на вось¬ 
миугольных звездах все увеличивающихся размеров. 
Разбиение окружности на 8 равных частей порождает 
угол в 45°, а равнобедренный прямоугольный тре¬ 
угольник с единичными катетами имеет острые углы в 
45° и гипотенузу, равную л/2, поэтому восьмиконеч¬ 
ная звезда заведомо приводит к появлению иррацио¬ 
нальных чисел. 

Золотое сечение, о котором мы упоминали в связи с 
предложенным Евклидом методом построения пра¬ 
вильного пятиугольника, было известно архитекторам 
Возрождения, но они не использовали его сколько- 
нибудь эффективно как инструмент получения про¬ 
порций. Тем не менее интерес к золотому сечению был 
огромен, и Пьеро делла Франческа и Лука Пачоли 
своими исследованиями пяти правильных Платоновых 
тел показали, что овладели всеми знаниями, которые 
могли почерпнуть у Евклида. Как известно, Пачоли 
называл золотое сечение божественной пропорцией . 
Термин золотое сечение возник в Германии в первой 
половине XIX в. К рассмотрению этого соотношения 
Р = О + Ѵб)/ 2 мы и намерены обратиться сейчас. 

Можно ли считать, что прямоугольник с отноше¬ 
нием сторон, равным р, выглядит изящнее, чем пря¬ 
моугольники с отношением сторон, например, 2:1, 
3:2'или 5:7? Чтобы ответить на этот вопрос, были 
проведены специальные эксперименты. Результаты их 
не вполне убедительны, но все же свидетельствуют 

139 



о некотором предпочтении, отдаваемом золотому 
сечению. Впрочем, может ли быть прямоугольник сам 
по себе захватывающе прекрасным или отталкивающе 
безобразным? 

Тайна гармоничных пропорций кроется, по-види¬ 
мому, не в отдельных формах, а в соотношениях меж¬ 
ду ними. Мы уже упоминали о том, что эстетические 
теории, трактующие среди прочего вопросы зритель¬ 
ного восприятия, вызывают сильнейшие страсти у лю¬ 
дей, которые обычно производят впечатление спокой¬ 
ных и уравновешенных. Книги о золотом сечении как 
средстве достижения гармонии в архитектурных про¬ 
порциях имеются в любой библиотеке по архитектуре, 
и некоторые из них весьма разумны. 

В этих книгах можно найти замечание о том, что 
в архитектуре, как и в живописи, все зависит от поло¬ 
жения наблюдателя и что если некоторые пропорции в 
здании с одной точки зрения кажутся образующими 
золотое сечение, то с других точек зрения они будут 
выглядеть иначе. Несложные геометрические сообра¬ 
жения позволяют усилить это утверждение. 

Предположим, что фасад здания имеет форму 
прямоугольника (рис. 36), разделенного горизонталь¬ 
ной прямой так, что части его образуют золотое сече¬ 
ние, и если провести плоскость, перпендикулярную 
фасаду, то СВ/ВА = р. Предположим также, что 
глаз движется по горизонтали, проходящей через 
точку А, и дрожь острого эстетического наслаждения 
охватывает наблюдателя в точке Р . Поскольку кажу¬ 
щиеся размеры зависят от угла, под которым глаз 
видит предмет, то это означает, что 

/ СРВ// ВРА = р. 

Пусть Е — точка пересечения проведенной через точ¬ 
ку А горизонтали с окружностью, проходящей через 
точки Су Р и В. Тогда /. СЕВ = / СРВ как вписанные 
углы,опирающиеся на одну и ту же дугу окружности. 
Но угол ВЕА как внешний угол треугольника ВРЕ 
больше угла ВРА. Следовательно, /СЕВ//ВЕА < 
< /СРВ//ВРА. Это означает, что если разбиение 
прямоугольника горизонтальной прямой выглядит как 
золотое сечение из одного положения, то из всех 
остальных положений оно выглядит иначе. 
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Рис. 36. 


Герман Вейль в своей книге «Симметрия», о кото¬ 
рой мы уже упоминали, ограничивается следующим 
замечанием. «Это число является не чем иным, как 
отношением, известным под названием «золотого се¬ 
чения», играющим столь важную роль в попытках 
сведения красоты пропорций к некоторой математи¬ 
ческой формуле». 

Но кое-что об эстетической привлекательности 
некоторых отношений, в том числе золотого сечения, 
все же сказать можно. Приводимые соображения 
заимствованы из книги Сколфилда «Теория пропор¬ 
ций в архитектуре». 

На рис. 37, а изображен прямоугольник, разделен¬ 
ный на два прямоугольника прямой, параллельной 
двум сторонам. Сравним форму исходного прямо¬ 
угольника с формой двух образующих его прямоуголь¬ 
ников. В общем случае формы всех трех прямоуголь¬ 
ников различны, но одну из форм можно исключить. 
На рис. 37, б один из меньших прямоугольников 
подобен исходному. Стороны исходного прямоуголь¬ 
ника равны х 2 и х, отношение сторон равно х, а пря¬ 
мая, разбивающая его на две части, проходит на 
расстоянии 1 от края. Отношение сторон меньшего 
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Рис. 37. 

прямоугольника также равно х : 1 = х, поэтому при 
любом х он подобен исходному. Заметим, что диаго¬ 
нали, изображенные на рис. 37, б пунктиром, взаимно 
перпендикулярны. 

На рис. 37, в стороны исходного прямоугольника 
равны х 2 + 1 и х 7 прямая, разбивающая его на две 
части, вновь проходит на расстоянии 1 от края. Обл 
меньших прямоугольника подобны друг другу, отно¬ 
шение сторон в каждом из них равно х: 1 = х, но 
они не обязательно подобны исходному прямоуголь¬ 
нику. На рис. 37, д стороны исходного прямоугольника 
равны 2х и 1, прямая, разбивающая его на две части, 
проходит через середины больших сторон, поэтому 
оба меньших прямоугольника совершенно одинаковы* 
Две из трех форм прямоугольников, изображен¬ 
ных на каждом рисунке, можно исключить, если еще 
раз вернуться к рис. 37, б и записать соотношение 

1/х = (х 2 -1)/х, 

из которого получается уравнение х 2 = 2. Если поло¬ 
жить х = л/2 У то рис. 37,6 переходит в рис. 37, г, на 
котором все три прямоугольника имеют одну и ту же 
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форму, изображенные пунктиром диагонали меньших 
прямоугольников перпендикулярны пунктирной диа¬ 
гонали исходного прямоугольника. 

Если попытаться унифицировать форму всех трех 
Фигурирующих на рис. 37, д прямоугольников, то мы 
вновь придем к рис. 37, г. Вероятно, все согласятся, 
что глаз реагирует на совпадение форм на рис. 37, г. 

Продолжим изучение простых форм и рассмотрим 
прямоугольник, разделенный двумя прямыми, парал¬ 
лельными большей и меньшей сторонам, как на 
рис. 38, а. Подсчитав, мы обнаружим, что на рисунке 
имеется 9 прямоугольников различной формы. На 
рис. 38,6 одна из прямых проходит через середины 
параллельных сторон исходного прямоугольника, и 
это понижает число различных форм с 9 до 6. При 
дальнейшем рассмотрении задачи об уменьшении 
числа различных форм выясняется, что существуют 
три варианта (рис. 38,6), где число различных форм 
прямоугольников понижается до 3. Эти случаи изоб¬ 
ражены на_рис. 38, в, г и д, на последнем рисунке 
I х — 0 + Ѵб)/ 2 — золотое сечение. При проверке по- 
добия форм полезно воспользоваться тем, что золотое 
сечение удовлетворяет уравнению 1 + р = р 2 . 

Может представиться также случай, изображен¬ 
ный на рис. 38, е, где не существует горизонтальной и 
вертикальной осей симметрии, а имеется лишь одна 
диагональная ось симметрии. Исходный прямоуголь¬ 
ник имеет форму квадрата. На рис. 38, е изображено 
3 квадрата и 6 прямоугольников: 2 с отношением 
сторон 1 + р = р 2 и 4 остальных с отношением сторон 
и: таким образом, здесь мы также имеем всего три 
различные формы прямоугольников. 

По-видимому, золотое сечение действительно таит 
в себе нечто привлекательное. Продолжим поэтому 
изучение математических свойств числа р. 

Если рассмотреть геометрическую прогрессию 

I, р, р 2 , р 3 , р 4 , р 5 , ..р ге , ..., 

го поскольку 

Р 3 =Р + р 2 = р + (1 +р) = 2р+ 1, 

р 4 = 2р 2 + р = Зр + 2, 

рВ^Зрі + гц^бр + З 
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ѵ т. Д., то из соотношения \л п = \х п ~ 1 + № п ~ 2 нетрудно 
усмотреть, что коэффициенты при ц, возникающие, 
когда мы выражаем степени \х к через ц, образуют по¬ 
следовательность целых чисел 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 

/ 2 -й член и п которой связан с предыдущими соотно¬ 
шением 

и п == Мп — 1 + ^п— 2* 

Действительно, начиная с третьего члена, имеем 
2=1 + 1, затем идут члены 3 = 2+1, 5 = 3 + 2, 
8 = 5 + 3, 13 = 8 + 5, следующий член ряда равен 
21 = 13 + 8 и т. д. 

Этот набор чисел имеет долгую историю и изве¬ 
стен под названием чисел Фибоначчи *. Купец Лео¬ 
нардо из Пизы по прозвищу Фибоначчи — сын доброй 
природы — пришел к нему в 1202 г. в связи с задачей 
о разведении кроликов, и прозвище первооткрывателя 
навсегда закрепилось за этой последовательностью. 

Леонардо Пизанский предположил, что кролики 
живут неограниченно долго и каждый месяц пара 
кроликов приносит приплод из двух крольчат, обре¬ 
тающих способность к продолжению рода в возра¬ 
сте двух месяцев. Разведение кроликов начинается с 
пары новорожденных крольчат — и мы записываем 
отвечающее первому месяцу число 1. Во второй месяц 
у нас по-прежнему имеется та же пара кроликов — и 
мы снова пишем число 1. На третий месяц рождается 
одна пара крольчат, в силу чего теперь мы пишем 
число 2. На четвертый месяц у нас имеется уже 3 
пары, на пятый месяц — 5 пар и т. д. Нетрудно по¬ 
нять, откуда берется равенство 

и п = и п _\ + и п __ 2 *у 

курьезно, что впервые оно было выписано вовсе не 
Леонардо Пизанским, а Кеплером, жившим четырьмя 
столетиями позже. 

Золотое сечение, как мы видели, возникает в связи 
с правильным пятиугольником, поэтому и числа 


* См., например, книгу Н. Н. Воробьева «Числа Фибоначчи» 
(Д1.:« Наука, 1969). — Прим. ред. 
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Рис. 39. 


Фибоначчи играют роль во всем, что имеет отношение 
к правильным пятиугольникам — выпуклым и звездча¬ 
тым. На рис. 39 показаны лишь немногие из различ¬ 
ных связанных с золотым сечением соотношений, 
столь восхищавших Пачоли и многих художников и 
архитекторов после него. 

Особое значение для планировки зданий имеют 
аддитивные свойства золотого сечения. Если длину 
и п нового отрезка на чертеже всякий раз выбирать 
равной [хи п -ь где и п - 1 — длина предыдущего отрезка, 
то приятно сознавать, что части чертежа заведомо 
сойдутся, ибо и п = и п -\ + и п - 2 - 

Об энтузиазме сторонников золотого сечения мож- 
но судить по иллюстрации на вклейке 23, заимство¬ 
ванной из книги «Кривые жизни» Теодора Кука, вы¬ 
шедшей в 1914 г. в Лондоне. Притворяющаяся сму¬ 
щенной дева — это, конечно, Венера Боттичелли. Сэр 
Теодор избрал некоторые точки ее тела, чтобы пока¬ 
зать, что расстояния между ними образуют золотое 
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сечение. Относительно того, почему одним точкам от¬ 
дано предпочтение перед другими, с сэром Теодором 
можно было бы поспорить. Напомним, что еще Витру¬ 
вий выбрал в качестве ключевой точки пуп, и в этом 
сэр Теодор вполне следует прецеденту. Заметим, 
что, как и многие другие, сэр Теодор обозначает зо¬ 
лотое сечение иной греческой буквой, чем мы. 

Кук также рассматривает в своей книге морской 
пейзаж Тернера и приводит Универсальную шкалу, 
основанную на золотом сечении, которую Сколфилд с 
полным основанием называет предтечей модулёра — 
шкалы, предложенной Ле Корбюзье. Универсальная 
шкала основана на простых геометрических сообра¬ 
жениях, которые не удосужились объяснить ни сэр 
Теодор, ни мистер Сколфилд. Сводятся они к следую¬ 
щему. 

Пусть Л, А\А", ... — точки одной прямой (рис. 40)- 
Предположим, что прямые АВ У А'В\ А"В'\... 
перпендикулярны прямой АА\ а все прямые 
ВВ Г В ", ЕЕ'Е", РР'Р", ... проходят через одну точку 



Рис. 40, 
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V этой прямой. Тогда по теореме о подобных тре. 
угольниках 

АВ : АЕ : АР : ... = А'В ': А'Е': А'Р' :...== 

= А" В ": А"Е" : А”Р" : ... . 


Из параллельности прямых АВ , А'В\ А"В'\ ... 
вытекает также, что 

АА': А А": ...=ВВ': В В" :...== ЕЕ ': ЕЯ" : ... . 

Таким образом, мы получаем метод построения 
любого числа шкал, основанных на золотом сечении, с 
единицей длины, подобранной в соответствии с про¬ 
водимым нами построением или проверкой. В упраж¬ 
нении 3, приведенном в конце этой главы, мы предло¬ 
жим читателю построить свою собственную универ¬ 
сальную шкалу. 

На рис. 41 изображен прямоугольник АЕРО с 
отношением сторон, равным золотому сечению, из ко¬ 
торого вырезан квадрат А ВС И. Отношение сторон 
оставшегося прямоугольника ВЕРС также равно зо¬ 
лотому сечению, а если из него в свою очередь выре¬ 
зать квадрат ВЕОН } то и отношение сторон оставше¬ 
гося прямоугольника РСНС равно золотому сечению. 
Этот процесс можно продолжать неограниченно 
долго. 

Если в каждый из полученных квадратов вписать 
по четверти окружности, как мы это делали при обо¬ 
сновании предложенного Дюрером приближенного 
построения спирали (рис. 41), то получится весьма 
изящная кривая. Центры последовательных дуг (че¬ 
твертей окружности) находятся в точках С, Я, /, 
/(,.... В гл. 8 мы рассмотрим истинную спираль, 
называемую логарифмической, связанную с золотым 
сечением. 

Поведав читателю об энтузиазме приверженцев 
золотого сечения, мы считаем необходимым подчерк¬ 
нуть, что на каждого энтузиаста находился и суровый 
критик. Так, Раскин* в «Современных художниках» 


* Джон Раскин (1819—1900)—один из самых известных и 
влиятельных художественных критиков XIX в. — Прим. ред. 

148 





А В Е 



заявлял: «Определение хороших и дурных пропорций 
относится к компетенции вкуса и опыта в такой же 
мере, как и оценка качества музыкального сочине¬ 
ния». Тремя годами позднее, в 1849 г., в книге «Семь 
лампад архитектуры» Раскин дал уничижительный 
отзыв об использовании пропорций в архитектуре, 
сравнив их с «расстановкой тарелок на обеденном 
столе и расположением орнамента на платье». Раскин 
был весьма влиятельным критиком — и закат ренес¬ 
сансной теории архитектуры со всеми входившими в 
нее различными теориями пропорций поставил анг¬ 
лийских архитекторов XIX в. перед величайшей стро¬ 
ительной программой, которую когда-либо видел мир, 
без каких бы то ни было последовательных принци¬ 
пов, которыми можно было бы здесь руководство¬ 
ваться. 

Естественное развитие событий привело к возрож¬ 
дению готики. Достаточно упомянуть лишь Хаус-оф- 
Коммонс в Вестминстере как определенный шаг впе¬ 
ред по сравнению с подражаниями древнегреческим 
зданиям с их дорическими, ионическими и коринф¬ 
скими колоннами. Но возвращение к готике вряд ли 
могло дать в руки архитекторов свод правил, которы¬ 
ми надлежало бы руководствоваться при возведении 
зданий, ибо о средневековых теориях пропорций нам 
почти ничего не известно. 
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Поскольку с начала XII в. были известны переводы 
с арабского Евклида, то средневековые архитекторы, 
несомненно, использовали геометрические построения, 
но каким образом они это делали, остается загадкой. 
Некоторый свет проливает отчет о диспуте, разгорев¬ 
шемся вокруг проекта миланского собора в 1392 г., 
когда большинство архитекторов высказывалось в 
пользу треугольной, а не квадратной планировки. 

Ясное представление о сохранившихся до наших 
дней методах готической архитектуры дают три пра¬ 
вила проектирования церковных зданий. Первое пра¬ 
вило устанавливает полную длину и ширину здания, 
опираясь на Предложение I из «Начал» Евклида 
(«На данной ограниченной прямой (т. е. на отрезке) 
построить равносторонний треугольник », рис. 42). 
Длине здания соответствует отрезок СР, ширине — 
отрезок АВ, форму площади, ограниченной двумя ду¬ 
гами окружностей, часто называли рыбьим пузырем. 
Возможно, что это построение, которое заодно 
позволяет провести перпендикуляр к данной прямой, 
служило лишь для определения главных осей здания, 
поскольку не все готические церкви имели относи¬ 
тельные размеры рыбьего пузыря. Второе из дошед¬ 
ших до нас правил готической архитектуры относится 
к разбиению плана церкви на пролеты, и третье — 
устанавливает высоту различных частей при помощи 
построения равносторонних треугольников. 

Разумеется, построение таких круглых окон с ра¬ 
диальными горбыльками, как в Шартрском соборе, 
требует знания геометрии правильных (выпуклых и 
звездчатых) многоугольников. Сохранившиеся набро¬ 
ски позволяют составить общее представление о том, 
как действовали архитекторы той далекой эпохи, но 
если их интерес к геометрии очевиден, то данные, 
которые свидетельствовали бы о практическом ис¬ 
пользовании геометрии, почти полностью отсутствуют. 
Обмеры руин древних зданий обычно приводили 
именно к тем результатам, которые хотел получить 
исследователь. В выводах специалистов по готической 
архитектуре, пытавшихся доказать соразмерность ча¬ 
стей и целого при помощи специальным образом по¬ 
добранной комбинации окружностей и треугольников, 
многое также представляется сомнительным. Кроме 
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Рис. 42. 


того, даже Витрувий рекомендовал вносить неболь¬ 
шие поправки, улучшающие внешний вид здания. Ес¬ 
ли учесть, что создатели готической архитектуры вно¬ 
сили изменения в свои проекты по мере претворения 
их в жизнь, а средневековые соборы строились на 
протяжении многих лет, то станет ясно: почти любую 
теорию можно видоизменить так, чтобы она не проти¬ 
воречила имеющимся фактам. 

Наглядным примером тех трудностей, с которыми 
сталкиваются попытки выявить форму в архитектуре, 
может служить история собора св. Павла в Лондоне. 
Он был построен после того, как пожар 1666 г. 
уничтожил дотла стоявшую на том же месте 
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готическую церковь, сделав невозможной ее рестав¬ 
рацию. Архитектор Кристофер Рен до 1657 г. был 
профессором астрономии в Оксфорде. Некоторое вре¬ 
мя он жил в Париже, Италию, однако, посетить ему 
не удалось. В бытность в Париже Рен был свидетелем 
строительства части Лувра и встречался с великим 
Бернини, осуществлявшим общее руководство строи¬ 
тельством. В своих записках Рен отмечает, что пока¬ 
занный ему Бернини проект Лувра состоял из пяти 
чертежей, выполненных на листах бумаги небольшого 
формата, которые, по словам Рена, он охотно скопи¬ 
ровал бы. 

Представленный Реном первоначальный вариант 
проекта собора св. Павла был отвергнут. Чертежей, по 
которым было впоследствии построено здание, не со¬ 
хранилось. По-видимому, вначале Рен намеревался 
возвести собор, имеющий в плане форму греческого 
креста, но члены королевской комиссии сочли «длин¬ 
ное тело с нефами неприемлемым, ибо наша религия 
не знает шествий». Вызвал нарекания и «купол, подо¬ 
зрительно выступающий над домами» (выражение, 
безуспешно цитировавшееся впоследствии, когда в 
Лондоне начали возводить высотные дома). Члены 
королевской комиссии высказались против проекта, 
который «более чем значительно отличался от като¬ 
лических церквей старой готической формы, которые 
народ привык видеть и которыми он восхищается в 
этой стране». 

Построенный Реном купол явно выдержан в 
итальянском стиле, но по своей конструкции он за¬ 
метно отличается от купола, украшающего собор св. 
Петра в Риме. Перестройка еще и многих церквей в 
лондонском Сити, которой занимался Рен, открыла 
перед ним широкие возможности, если бы он только 
пожелал разработать собственную теорию формы в 
архитектуре. Однако Рен изучал архитектуру в самом 
прямом смысле этого слова непосредственно в про¬ 
цессе работы, а хлопотливые обязанности и перебран¬ 
ки с каменщиками отнимали слишком много времени, 
чтобы заниматься еще и теорией. 

Возвращаясь к викторианскому периоду, можно 
сказать, что во второй половине XIX в. в Англии 
сложилась такая ситуация: архитекторы, разочаро- 
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в анные арифметикой, испытывали недоверие к геомеіч 
рии и некоторые из них нашли в себе силы порвать с тра¬ 
дицией и создать свои собственные стили. Викториан¬ 
ская архитектура высоко ценится в современной Анг¬ 
лии, но, разумеется, особенно восхищаться в ней нечем. 

Удалось ли в результате всех исследований от¬ 
крыть какой-нибудь фундаментальный принцип со¬ 
здания удовлетворительных архитектурных проектов? 
Всякий принцип неизменно подвергался резкой кри¬ 
тике, но принцип повторения однотипных фигур нашел 
своих приверженцев. Мы уже упоминали о том, что 
золотое сечение вызывает возражения со стороны 
некоторых критиков как статический принцип. По их 
мнению, восприятие здания представляет собой дина¬ 
мический процесс, и архитектурный ритм является 
здесь немаловажным фактором. В качестве иллюст¬ 
рации сошлемся на эффект, производимый на наблю¬ 
дателя несколькими незамысловатыми графическими 
изображениями (рис. 43). Вероятно, не найдется и двух 
людей, которые бы восприняли эти рисунки одинаково, 
но столь же несомненно, что здания, выглядящие по 
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общему мнению привлекательно, отличаются одной 
особенностью: повторением однотипных фигур. 

В заключение хотелось бы кратко упомянуть о Ле 
Корбюзье. Его система соответствует принципам, раз¬ 
деляемым некоторыми архитекторами, так как содер¬ 
жит модулёр — шкалу, изобретенную Ле Корбюзье и 
обеспечивающую повторение однотипных форм. Мо¬ 
дулёр состоит из двух шкал — красной а голубой. Де¬ 
ления голубой шкалы вдвое крупнее делений красной 
шкалы, основанной на числах Фибоначчи, то есть в ко¬ 
нечном счете на золотом сечении \х. Следовательно, мо¬ 
дулёр позволяет не только соблюдать архитектурные 
пропорции, но и обеспечивает повторение однотипных 
форм, в чем мы убедились при рассмотрении подобных 
прямоугольников, скрытых в прямоугольнике, разби¬ 
том на части вертикальной и горизонтальной прямой. 

Выбор единичной длины в любой шкале имеет 
первостепенное значение, и, как мы видели, в основу 
модулёра положен человеческий рост. Ле Корбюзье 
использовал также и другой модуль: человеческую 
фигуру с вытянутой вверх рукой. Применение этих 
модулей оказалось успешным при проектировании не 
только зданий, но и мебели. При разработке новых 
образцов мебели придерживаться антропометриче¬ 
ских данных просто необходимо: иначе получается так 
называемая «детская мебель» (кресла, диваны, 
и т. п.), которая предназначена по всей видимости для 
каких-то безголовых чудовищ, потому что преклонить 
голову на ней решительно невозможно. 

Идеи Ле Корбюзье получили всеобщее признание, 
а их автор принимал участие в проектировании зда¬ 
ния ООН в Нью-Йорке. Интересно, приходилось ли 
когда-нибудь Ле Корбюзье читать Витрувия? Проек¬ 
тировщики гигантского здания в Манхэттэне упустили 
из виду, что послеполуденное солнце, освещая 
бесчисленные окна, создает во внутренних помещени¬ 
ях невыносимую жару. Витрувий, очень заботившийся 
о комфорте и удобствах зданий, никогда не допустил 
бы подобной оплошности. 

В связи с работой Ле Корбюзье «Модулёр», читать 
которую с полным пониманием отнюдь не легко, воз¬ 
никает интересный вопрос. Предположим, что мо¬ 
дулёр— действительно «ключ от двери к чудесам 
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чисел», хотя, быть может, и в весьма ограниченной 
сфере. Является ли эта дверь лишь одной из сотен 
Других или по счастливому стечению обстоятельств 
модулёр отомкнул единственную дверь, за которой 
таилось нечто, достойное открытия? 

На рис. 44, последнем в этой главе, показан дру¬ 
гой возможный модулёр, основанный на отношении 
Ф=1 + Ѵ2- Примером возникновения такой шкалы 
служит звездчатый восьмиугольник Леонардо да 
Винчи. Это значение Ф удовлетворяет уравнению 
Ф 2 = 20 + 1 и, если 

и п = Ы п _\ = '0 і2 и п _ 2 > 

то и п = 2ііп-\ + Ып- 2 . Ясно, что сравнение с соотноше¬ 
нием и п = Ып - 1 + и п -2 для последовательных членов 
ряда Фибоначчи, основанного на золотом сечении, 
оказывается не в пользу новой шкалы. Простое адди¬ 
тивное свойство золотого сечения оказывается един¬ 
ственным и неповторимым. 
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Упражнения 

1. Отрезок АВЕ разделен в среднем и крайнем отношении в 
точке В так, что АЕ = \хАВ, где р. — величина золотого сечения 
(рис. 41). На отрезке АВ построен квадрат АВСй, а на отрезке 
АЕ — квадрат АЕОІ , расположенный по ту же сторону от пря¬ 
мой АВЕ, что и квадрат АВСй. Продолжение стороны ВС квад¬ 
рата АВСО пересекается со стороной ІО квадрата АЕОІ в точке 
И, а продолжение стороны ЭС пересекается со стороной ЕС ^ в 
точке А Докажите, что в каждой из четырех троек прямых ЕН, 
АР, ВО\ ЕН, АО, ІР\ ОА, ВІ, ЕЙ и РІ, Ой, АН все прямые про¬ 
ходят через одну точку. Отметьте на чертеже взаимно перпен¬ 
дикулярные прямые. Нравится ли вам получившаяся фигура? 
Повторите все построение с другим отношением, например с к = 
= 1,5, так, чтобы было АЕ = к-АВ. Вы увидите, что тройки пря¬ 
мых «разойдутся» и перестанут проходить через одну точку. 

2. Начертив правильный пятиугольник со стороной, равной 
отрезку АВ из упражнения 1, и продолжив его стороны, вы по¬ 
лучите пятиугольную звезду. Проверьте, что расстояние от точки 
А до ближайшей вершины звезды, лежащей на прямой АВ, рав¬ 
но длине отрезка АЕ из упражнения 1. Проверьте также, что сто¬ 
рона правильного пятиугольника, построенного на пятиугольной 
звезде, равна отрезку АР, где Р — другая вершина звезды, лежа¬ 
щая на прямой АВ . Пользуясь соотношением 1 + м* = \і 2 , где 
(іі — золотое сечение, попытайтесь вывести соотношение между 
длинами сторон правильных пятиугольников и пятиугольных 
звезд, изображенных на рис. 39. 

3. При помощи правильных пятиугольников и пятиугольных 
звезд из упражнения 2 постройте линейную шкалу, приняв отре¬ 
зок АВ за единицу, АЕ = \х,АВ, АР = \х?АВ, АО = \$АВ и т. д. 
Проверьте соотношения 1 + р- = мА Р + р 2 = Р 3 , • • • или вос¬ 
пользуйтесь ими при построении шкалы. Ваша шкала поможет 
вам в поисках золотого сечения на рисунках и картинах. (Если 
для этого вам придется изменить единицу длины, что вполне воз¬ 
можно, то восставьте перпендикуляры к шкале в точках А, В, Е , 
р, О, ... и проведите прямую А'В'Е Р'О', подобрав ее наклон так, 
чтобы отрезок А'В' совпал с новой единицей длины. Точка А' ле¬ 
жит на перпендикуляре, восставленном из точки А, точка В'— 
на перпендикуляре, восстановленном из точки В и так далее.) 
Построение возможно лишь в том случае, если А'В' > АВ. По¬ 
чему? Сравните ваш чертеж с рис. 40, на котором показано, как 
устроены шкалы модулёра. 

4. Ле Корбюзье разделил плоский прямоугольник на плитки 
прямоугольной и квадратной формы с отношением площадей, рав¬ 
ным золотому сечению. Попытайтесь выложить из таких плиток 
какой-нибудь красивый орнамент. 

5. Начертив правильный шестиугольник и продлив его сто¬ 
роны постройте звездчатый шестиугольник. Разработайте проект 
храма, имеющего в плане вид звездчатого шестиугольника, допол¬ 
нив чертеж по своему усмотрению правильными шестиугольни¬ 
ками и шестиугольными звездами для придания ему большей при¬ 
влекательности. 
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Глава 5 


«Оптика» Евклида 


В этой главе в качестве прелюдии к подробному 
обсуждению «Начал» Евклида мы рассмотрим его 
«Оптику». Помимо своих знаменитых «Начал», со¬ 
зданных, видимо, в Александрии около 300 г. до н. э., 
Евклид написал и много других сочинений, однако 
одни из них безвозвратно утеряны, другие дошли до 
нас в арабских переводах с довольно причудливыми 
искажениями, третьи сохранились в греческих ориги¬ 
налах, но со многими более поздними дополнениями и 
вставками. К этой последней категории относится и 
«Оптика». Единственным автором, сообщившим нам, 
что «Оптика» действительно принадлежит Евклиду, 
является Прокл из Александрии, философ, живший в 
V в. н. э. и оставивший подробный комментарий к 
первой книге евклидовых «Начал», в котором упоми¬ 
нается и «Оптика». С Проклом нам предстоит встре¬ 
титься в следующей главе. 

В определенном отношении «Оптика» аналогична 
«Началам», поскольку и здесь Евклид излагает всю 
сумму накопленных к тому времени знаний по оптике: 
воззрения пифагорейцев и их ученых собратьев из 
Древнего Египта, Вавилона и других цивилизаций. 
Говоря о Витрувии, мы упоминали уже о том, что 
театральные декорации должны создавать оптиче¬ 
скую иллюзию большой удаленности. Это обстоятель¬ 
ство отмечают в своих сочинениях и греки Демокрит 
и Анаксагор. 

Но «Оптика» Евклида посвящена отнюдь не тео¬ 
рии перспективы, рассмотренной нами в гл. 2. Автор ее 
всецело поглощен философскими рассуждениями и 
довольно туманными гипотезами о природе света, а 
его взгляды на физиологию зрения просто ошибочны. 
Лишь принадлежащий к другому, более позднему 
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поколению, Архимед, работы которого по оптике были 
утеряны, и Птолемей, труд которого частично сохра¬ 
нился в арабском переводе, правильно объяснили ат¬ 
мосферную рефракцию. Наконец, Герои Александ¬ 
рийский, оставивший после себя трактат по оптике и 
сочинение об измерении углов оптическими средства¬ 
ми, показал глубокое понимание простейших оптиче¬ 
ских явлений. 

Евклид намеревался доказать свои утверждения 
геометрически. Перед ним стояла задача сопоставить 
реальный предмет с тем, что видит глаз. Для этого 
круга вопросов первостепенное значение имеет приро¬ 
да зрения, но относительно нее во времена Евклида и 
даже несколькими столетиями позже существовали 
самые смутные представления. Первая концепция 
зрения восходит к Пифагору, жившему между 600 и 
500 гг. до н. э. 

По мнению Пифагора, глаз наполнен светящимися 
лучами, которые ударяются о различные предметы и, 
отражаясь от них и снова попадая в глаз, рождают 
зрительное ощущение. Такое толкование природы 
зрения находится в согласии с утверждением Эмпе¬ 
докла, считавшим, что глаз внутри состоит из огня и 
воды, а снаружи — из земли и воздуха, так что в 
строении глаза сочетаются все четыре стихии, из ко¬ 
торых, по Эмпедоклу, построена Вселенная. 

Вторая гипотеза о природе зрения принадлежит 
школе атомистов, возникшей около 500 г. до н. э. 
Одним из ее основателей был Демокрит, считавший, 
что вещество представляет собой пустое пространство, 
которое заполнено находящимися в непрестанном 
движении атомами. Нетрудно видеть, что взгляды 
Демокрита приближаются к современным представ¬ 
лениям о строении вещества. Согласно гипотезе ато¬ 
мистов, образ предмета представляет собой своего 
рода материальную «пленку», состоящую из бесчис¬ 
ленных корпускул, испускаемых поверхностью пред¬ 
мета, причем такая «пленка», повторяющая внешние 
очертания, сохраняет свою форму до тех пор, пока не 
достигнет глаза. 

Витрувий в своем сочинении «Об архитектуре» при 
обсуждении природы зрения проявляет большую 
осторожность и, будучи архитектором-практиком, за- 
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мечает, что как бы там ни было, а йаше зрение часто 
вводит нас в заблуждение. Платон всесторонне рас¬ 
смотрел природу зрения в диалоге «Тимей», где, в 
частности, говорится: 

«Когда полуденный свет обволакивает это 
зрительное истечение и подобное устремляется к 
подобному, они сливаются, образуя единое и од¬ 
нородное тело в прямом направлении от глаз, и 
притом в том месте, где огонь, устремляющийся 
изнутри, сталкивается с внешним потоком света. 
А поскольку это тело благодаря своей однород¬ 
ности претерпевает все, что с ним ни случится, 
однородно, то стоит ему коснуться чего-либо или, 
наоборот, испытать какое-либо прикосновение, и 
движения эти передаются уже всему телу, доходя 
до души: отсюда возникает тот вид ощущения, 
который мы именуем зрением». * 

Через пять столетий после Евклида Теон Алексан¬ 
дрийский в лекциях об евклидовой «Оптике» все еще 
разделял представление об испускаемых глазом лу¬ 
чах и не оспаривал утверждения Евклида о том, что 
между этими лучами имеются как бы зазоры, из-за 
которых мы не можем видеть весь предмет сразу* 
■ (В подтверждение своих слов Теон приводит пример с 
упавшей на пол иглой, которую многие ищут, но так и 
не находят.) Нам лишь кажется, будто мы видим весь 
предмет, так как лучи зрения движутся быстро, ниче¬ 
го не пропуская на своем пути (то есть непрерывно ), 
без скачков. 

Тезис о том, что свет не падает на глаз извне, а 
представляет собой некую субстанцию, истекающую 
из глаза на рассматриваемый предмет, Теон доказы¬ 
вает по аналогии, прибегая к следующим интересным 
рассуждениям. Он замечает, что рецепторы, воспри¬ 
нимающие звук, запах и вкусовые ощущения, полые 
или имеют вогнутую форму, в силу чего попадающий 
на них раздражитель оказывается как бы в ловушке, 
где вынужден оставаться в течение какого-то времени* 
Глаз же (Теон имеет в виду зрачок) имеет выпуклую 
форму, поэтому зрение возможно лишь в том случае, 
если глаз испускает лучи. Разумеется, во времена 

* Платон. Сочинения.— М.: Мысль, 1971, т. 3, ч. I, стр. 486. 
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Теона Александрийского не было известно, что рецеп¬ 
тором света служит не наружная, а внутренняя по¬ 
верхность глаза — вогнутая сетчатая оболочка, или 
сетчатка. 

«Оптика» Евклида начинается без пролога, поэто¬ 
му его взгляды на природу зрения можно вывести из 
различных постулатов, или исходных допущений. Ев¬ 
клид предполагает, что лучи зрения исходят из глаза 
и распространяются вдоль прямых, расходясь при 
этом так, чтобы охватить рассматриваемый предмет. 
В Предложении 1 он доказывает, что в любой момент 
времени ни один предмет невозможно увидеть полно¬ 
стью. Доказательство его основано на предположении 
о том, что между испускаемыми глазом лучами суще¬ 
ствуют зазоры. 

Пусть РС )— рассматриваемый отрезок (рис. 45), 
В — глаз, из которого исходят лучи, зрения ВР, ВР, 
В8 и ВС). Поскольку падающие лучи зрения при рас¬ 
пространении расходятся, то, достигнув отрезка /?$; 
они покрывают его не сплошь, а поэтому на отрезке 
/?5 имеются частичные отрезки, куда лучи зрения во¬ 
обще не попадают. Следовательно, невозможно ви-; 
деть весь отрезок РС) одновременно, но, поскольку 



в 

Рис. 45. 
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лучи зрения движутся очень быстро, нам кажется, 
будто мы видим весь отрезок. 

Весьма странно, что Евклиду пришлось постули¬ 
ровать зазоры между лучами зрения, которые он счи¬ 
тал исходящими из глаза. Мы знаем, что свет, идущий 
от рассматриваемого предмета, падает на сетчатку — 
тонкий чувствительный слой весьма сложной структу¬ 
ры, выстилающий изнутри глазное яблоко. Сетчатка 
содержит множество рецепторных клеток — палочек 
и колбочек. Под действием света они возбуждаются, л 
на сетчатке образуется изображение предмета. Число 
палочек и колбочек, хотя и очень велико, все же ко¬ 
нечно, к тому же между ними имеются небольшие 
промежутки. Это и позволяет утверждать, что между 
лучами зрения, достигающими глаза, имеются зазо¬ 
ры. Здесь Евклид, безусловно, прав, хотя его утверж¬ 
дение, так же как и учение Демокрита, — не более чем 
счастливая догадка. Во всяком случае, Птолемей в 
своей второй книге по оптике принимает постулат о 
том, что лучи зрения заполняют пространство непре¬ 
рывно, без зазоров. 

Второй постулат Евклида гласит: лучи зрения об¬ 
разуют конус с вершиной внутри глаза и основанием, 
границей которого служит контур рассматриваемого 
тела. Это предположение не позволяло даже думать о 
появлении на сетчатке изображения, подобного рас¬ 
сматриваемому предмету. Из этого же допущения 
исходил и Птолемей, но Архимед, как свидетельствует 
его сочинение по оптике, не разделял одноточечной 
гипотезы о зрении. Леонардо да Винчи подошел к 
истине ближе, сравнив глаз с камерой-обскурой. 

Третий постулат Евклида утверждает, что предме¬ 
ты видимы или невидимы в зависимости от того, до¬ 
стигают ли их лучи зрения или нет. Иначе говоря, 
Евклид постулирует утверждение необычайной важ¬ 
ности: свет не огибает углов. 

Четвертый постулат Евклида устанавливает связь 
между видимыми размерами предмета и углом, под 
которым он виден глазом. Как мы уже отмечали, 
ясное понимание этой идеи отсутствует и поныне. 

Пятый и шестой постулаты Евклида лишь с на¬ 
тяжкой можно назвать геометрическими. В них 
утверждается, будто предметы, «озаряемые» верхней 
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частью пучка лучей зрения, кажутся выше, нижней 
частью — ниже, правой частью — расположенными 
справа и левой частью — слеваі Но седьмой постулат 
действительно интересен. В нем говорится, что пред¬ 
меты, рассматриваемые при помощи большего числа 
лучей зрения, видны более отчетливо. 

Выясним, что это означает. Седьмой постулат по¬ 
надобился Евклиду при доказательстве Предложения 
2, гласящего: из предметов , находящихся на некото¬ 
ром расстоянии, более близкие видны отчетливее . 

Евклид берет два равных и параллельных отрезка 
прямых Р (2 и #5 (рис. 46) и применяет к ним седьмой 
постулат. Угол РВ8 больше угла РВ($ и поэтому 
содержит больше расходящихся лучей. Отсюда в силу 
седьмого постулата следует, что отрезок виден 
более отчетливо, чем отрезок Рф. 

Вряд ли можно придумать более простое рассуж¬ 
дение, которое могло бы послужить примером, демон¬ 
стрирующим суть математических доказательств. 

Предложение 3 содержит физически правильное 
утверждение о том, что существует некое предельное 
расстояние, после которого предметы определенных 
размеров перестают быть видимыми. Доказательство 
Евклида опирается на существование зазоров между 



В 

Рис. 46, 
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лучами зрения. В конце этой главбг мы предложив 
читателю в качестве упражнения самостоятельно вос¬ 
становить это рассуждение. 

Предложение 4 утверждает, что из двух предме¬ 
тов одинакового размера более удаленный кажется 
меньше. Доказательство этого утверждения основа¬ 
тельно использует геометрию и базируется на том, что 
видимые размеры связаны с углом, под которым ви¬ 
ден предмет. Мы уже упоминали о кажущемся пара¬ 
доксе, который Леонардо да Винчи отметил в своих 
записных книжках: далекие колонны на картине сле¬ 
довало бы изображать более толстыми, чем близкие. 
Мы говорили, что угол, под которым видна данная 
окружность, убывает по мере удаления окружности, 
хотя открытая для обозрения доля окружности воз¬ 
растает, и если бы поверхность картины была изогну¬ 
той в форме кругового цилиндра, то никакой 
проблемы не возникло бы, так как изображения более 
далеких окружностей получались бы меньшими. Если 
изображение предмета на картине уменьшено по 
сравнению с его привычными размерами, то предмет 
удален от зрителя. Об этом хорошо знали древнегре¬ 
ческие и римские архитекторы. 

Предложение 6 описывает хорошо известное явле¬ 
ние: параллельные прямые кажутся сходящимися, ес¬ 
ли смотреть на них из точки, лежащей либо в их 
плоскости, либо вне ее. 

В Предложении 9 говорится о том, что прямоу¬ 
гольные предметы, если их рассматривать с большого 
расстояния, кажутся округлыми. Доказательство это¬ 
го предложения также предоставляется читателю. 
Оно основано на Предложении 3 о существовании 
предельного расстояния, после которого предмет дан¬ 
ных размеров перестает быть видимым, и предложе¬ 
нии из «Начал» о том, что в прямоугольном треуголь¬ 
нике гипотенуза длиннее любого из двух катетов. 

Читателю, наверное, уже ясно, что эта глава пред¬ 
ставляет собой «интродукцию и аллегро» к следующей 
главе, посвященной «Началам» Евклида. 

В Предложении 18 и двух следующих предложе¬ 
ниях излагаются правильные решения трех задач о 
высоте. Первая и третья задачи показывают, как оп¬ 
ределять высоту недоступных предметов по длине 
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отбрасываемой ими тени. Эти методы имеют долгую 
историю. Еще до Пифагора Фалес Милетский, явно 
заимствовавший идеи решения такого рода задач из 
Египта, знал, как измерять высоту пирамид по длине 
отбрасываемой ими тени. 

В Предложении 19, втором из трех предложений о 
высоте, Евклид предлагает способ определения высо¬ 
ты в пасмурный день, когда не видно солнца, исполь¬ 
зуя отражение луча зрения от горизонтального зерка¬ 
ла. Решение задачи показано на рис. 47 и основано на 
том, что угол падения ( А.АНВ ) равен углу отраже¬ 
ния (/-ЕНИ). Треугольники АВН и ЕИН подобны, 
поэтому их соответственные стороны пропорциональ¬ 
ны: 

АВІВН = ЕИІНН. 

Поэтому если катет ВН прямоугольного треугольника 
А ВН известен и катеты ЕЙ и А 1Н прямоугольного тре¬ 
угольника ЕИН также известны, то полученное соот¬ 
ношение позволяет определить высоту АВ. 

Внезапное появление зеркального отражения оза¬ 
дачило переводчиков Евклида в эпоху Возрождения, 
так как отражение и преломление света служили 
предметом рассмотрения другой области греческой 
науки — так называемой катоптрики. Переводчики 
считали, что Евклид сначала написал трактат по ка¬ 
топтрике, а затем по оптике, и в латинских переводах 
трудов Евклида «Катоптрику» помещали перед «Оп¬ 
тикой». Но «Катоптрика» не занимается решением 
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задач такого типа, который рассмотрен в Предложе¬ 
нии 19! 

С точки зрения геометрии наибольший интерес 
представляют Предложения 34 и 35: в них Евклид 
выясняет, как выглядят диаметры окружностей с точ¬ 
ки зрения наблюдателя, находящегося вне плоскости 
окружности. Вопрос, который занимает Евклида, сво¬ 
дится к следующему: когда диаметры выглядят рав¬ 
ными и в каких случаях их видимые размеры нерав¬ 
ны? Намного позднее это же предложение рассмотрел 
Папп. Его доказательство отличается от приведенного 
у Евклида и не содержит ссылки на евклидову «Оп¬ 
тику». Вывод Паппа таков: при некоторых условиях 
окружности выглядят, как эллипсы. Евклид приходит 
к такому же заключению, но формулирует его иначе: 
в его Предложении 36 содержится утверждение о том, 
что колеса экипажа иногда кажутся круглыми, а 
иногда продолговатыми! 

Предложения от 50 до 56 носят кинематический 
характер: в них затрагиваются вопросы, связанные со 
зрительным восприятием движущихся предметов. 
В первом из этих семи предложений говорится о том, 
что увидит наблюдатель, следящий за разнесенными в 
пространстве предметами, которые движутся парал¬ 
лельно друг другу с одной и той же скоростью слева 
направо: сначала самый дальний предмет будет обго¬ 
нять ближайший к наблюдателю предмет, а порав¬ 
нявшись с наблюдателем, начнет отставать. На 
рис. 48 отрезок ВО с точки зрения наблюдателя обго¬ 
няет отрезок КА, но отрезок N11 отстает от отрезка 
ВТ. Проще всего в этом можно убедиться, выбрав 
несколько точек на различных отрезках. 

Предложение 51 представляет исторический инте¬ 
рес, поскольку в нем впервые появляется понятие 
относительной скорости: если предмет движется с той 
же скоростью, что и наблюдатель, то последнему ка¬ 
жется, будто предмет находится в состоянии покоя. 
Предложение 54 затрагивает понятие параллакса 
движения: если наблюдать за предметами, движущи¬ 
мися с одной и той же скоростью, то кажется, будто 
далекие предметы движутся медленнее близких. Это 
замечание имеет важное практическое значение. Им 
пользуются пилоты, когда обстоятельства вынуждают 
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их производить посадку визуально, а не по при¬ 
борам. 

Что касается остальных предложений «Юптики», то 
либо их принадлежность Евклиду вызывает сомнение, 
либо они не представляют для нас интереса. Из 
58 предложений, входящих в состав «Оптики», 
20 входят в компетенцию оптики в ее современном 
понимании, а остальные относятся к теории перспек¬ 
тивы, но, как мы уже отмечали, 'Евклид нигде не 
проводит сечение конуса зрения плоскостью, чтобы 
посмотреть, что из этого получится. 

«Оптика» была обнаружена очень поздно. Кое- 
какие сведения о ней доходили и до средневековых 
ученых, но она ускользнула от внимания ревностных 
переводчиков греческой 'классики в эпоху Возрожде¬ 
ния. Исправленный и дополненный вариант этого со¬ 
чинения, значительно отличавшийся отчего оригинала, 
был воссоздан в ГѴ в. н. э. Теоном Александрийским, 
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С точки зрения геометрии «Катоптрика» значи¬ 
тельно уступает «Оптике», но это первая работа, в 
которой рассмотрены отражение и преломление света, 
хотя о линзах в ней не говорится ни слова. Первым 
автором, приписавшим «Катоптрику» Евклиду, был 
Прокл (V в.), однако до сих пор принадлежность 
этого сочинения создателю «Начал» считается сомни¬ 
тельной. 

В тех предложениях «Катоптрики», где речь захо¬ 
дит об отражении от зеркал, фокус иногда ошибочно 
отождествляется с центром кривизны . Рассмотрим 
оба эти понятия. 

Центр кривизны сферического зеркала — это про¬ 
сто центр той сферы, частью которой является зерка¬ 
ло. Рассмотрим плоское сечение зеркала и проведем 
световые лучи, идущие параллельно оси зеркала на 
малом расстоянии от нее (рис. 49). 

Пусть Р<2 — один из выбранных нами лучей. Тогда 
отраженный луч пересекает ось в точке /?, такой, 
что в силу известного и Евклиду закона отражения 
углы РС}0 и 0()Я равны, то есть угол падения равен 
углу отражения; здесь 0(2 — нормаль (перпендику¬ 
ляр) к поверхности зеркала, от которой отсчитывают¬ 
ся углы. Так как прямая РС} параллельна прямой ОА 
(оси зеркала), то углы Р(?0 и С}ОР (как внутренние 



Рис. 49, 
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накрест лежащие) равны. (Здесь мы воспользовались 
предложением о параллельных из «Начал» Евклида, с 
которым нам еще предстоит встретиться в следующей 
главе). 

В треугольнике 0(2/? углы 0(2/? и /?0(2 равны, 
следовательно, стороны О/? и /?(2 также равны (еще 
одно предложение из «Начал»). Соединив отрезком 
точки 0 и Л, мы получим угол (2Л0, мало отличаю¬ 
щийся от прямого, так как расстояние между точками 
О и Л по предположению мало. Поскольку угол (2/?Л 
равен сумме углов /?(20 и <20/? и поэтому вдвое 
больше угла <20/?, который мал, когда точка <2 лежит 
вблизи точки Л, то сторона /?<2 треугольника <2/?Л 
почти равна стороне /?Л *. Итак, мы доказали, что 
если расстояние между точками <2 и Л мало, то точку 
/? приближенно можно считать совпадающей с сере¬ 
диной отрезка ОЛ. Следовательно, /?— фиксирован¬ 
ная точка. 

При помощи довольно тонких геометрических по¬ 
строений нам удалось доказать, что все лучи света, 
параллельные оси сферического зеркала и мало уда¬ 
ленные от нее, после отражения сходятся в одной 
точке, совпадающей с серединой отрезка, соединяю¬ 
щего центр зеркала и точку Л, в которой ось зеркала 
пересекает его поверхность. 

Эта точка /? называется фокусом зеркала. Если в 
фокус поместить яркий источник света и использовать 
для отражения лишь небольшую часть зеркала вбли¬ 
зи точки Л, то мы получим пучок почти параллельных 
лучей. 

В дальнейшем при рассмотрении парабол мы уви¬ 
дим, что существуют геометрические фигуры, более 
удобные для получения параллельных пучков. Изве¬ 
стно, что древние греки пользовались зажигательны¬ 
ми стеклами, позволяющими фокусировать солнечные 
лучи в одной точке. Последнее предложение «Катопт¬ 
рики» гласит, что параллельные лучи собираются в 
фокусе после отражения от вогнутого зеркала, но хотя 
в первой части доказательства проводится различие 


* Можно также сказать, что при малых углах РОС} и РС)0 
равные отрезки Ж? и РО почти равны половине основания 0(3 
треугольника Р0(3 , то есть РО ж Ч 2 0<3 = Ч 2 ОЛ. — Прим. ред. 
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между фокусом и центром зеркала, во второй части 
оба понятия оказываются ошибочно смешанными! 

В «Катоптрике» рассмотрены лишь изображения 
точек и не содержится ни одного сколько-нибудь ин¬ 
тересного предложения об изображениях протяжен¬ 
ных предметов. Прежде чем завершить обзор «Ка¬ 
топтрики», бросим взгляд на утверждение с весьма 
интригующим названием «Определение 6»: 

„Если предмет поместить в сосуд на таком 
расстоянии, что предмет перестает быть видимым, 
а затем, не меняя расстояния, наполнить сосуд 
водой, то предмет снова становится видимым 14 . 

В «Катоптрике» Определение 6 приведено в каче¬ 
стве гипотезы. На рис. 50 показано, что при этом 
происходит. Явление легко объясняется, если вос¬ 
пользоваться понятием преломления: лучи света, вы¬ 
ходя из более плотной среды (воды), отклоняются от 
нормали к поверхности воды в той точке, где они 
достигают поверхности, или, если мы разделяем 
взгляды древних греков, лучи света, идущие от глаза, 
при переходе из воздуха в воду отклоняются по на¬ 
правлению к нормали. Никаких объяснений по этому 
поводу «Катоптрика» не дает. 

Первый закон преломления света при помощи 
принципа наименьшего времени объяснил Герои 
Александрийский (около 75 г. н. э.). Пусть АВ — 
сечение плоского зеркала (рис. 51), и лучи света, 
исходящие из точки Р, отразившись от зеркала, про¬ 
ходят через точку С}. Герон доказал, что если РМС}~ 
путь луча, претерпевшего отражение, то расстояние 




Рис. 51. 

РМ + М(2 меньше расстояния РХ + ХС}, где X — лю* 
бая точка сечения АВ зеркала , отличная от М. 

Действительно, опустим на АВ перпендикуляр РМ 
и продолжим его до точки Р', выбрав ее так, чтобы 
выполнялось равенство РШ = ІѴР. Соединим точки 
Р' и С} отрезком прямой. Предположим, что этот 
отрезок пересекает прямую АВ в точке М. Тогда 
РМС! — путь луча, претерпевшего отражение, так как 
треугольники РЫМ и Р'ЫМ конгруэнтны, в силу чего 
углы РАШ и Р'МЫ равны, а углы Р'МЫ и С}МВ равны 
как вертикальные. Поскольку треугольники РХЫ и 
Р'ХЫ также конгруэнтны, то РХ = Р'Х и поэтому 
РХ + ХСі = Р'Х + Х<3. Но Р'Х-\-Х($ — сумма двух 
сторон треугольника Р'ХСІ, а в «Началах» Евклида 
имеется предложение о том, что сумма двух сторон 
треугольника больше третьей стороны . Следователь¬ 
но, 

Р'Х + Х(2 = РХ + ХС1 > Р '(2 = Р'М + М<3 = РМ + МС ,). 

Итак, мы доказали, что путь, проделанный лучом 
света при отражении,— кратчайший из возможных 
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путей с «промежуточной остановкой» на поверхности 
зеркала. Если скорость света считать постоянной, то 
это и означает, что для перехода из точки Р в точку (2 
лучу света требуется наименьшее время *. (Это изящ¬ 
ное доказательство опирается на предложения из 
«Начал» Евклида, с которыми мы познакомимся в 
следующей главе.) 

Завершить эту главу мы хотим описанием прибора, 
изобретенного (или приписываемого) Леонардо да 
Винчи для решения оптической задачи, восходящей к 
глубокой древности. Пусть А и В — две заданные 
точки в плоскости зеркальной окружности (рис. 52), 
Требуется начертить путь луча света, исходящего из 
точки А и попадающего в точку В после отражения от 
зеркала, имеющего форму нашей окружности. Пусть 
С — центр окружности, а I — точка, отразившись в 
которой луч света АІ попадает в точку В. Тогда 


* Изящный чисто геометрический вывод из того же принципа 
наименьшего времени закона преломления света (так называемый 
закон Снеллиуса) был предложен в XVII в. X. Гюйгенсом. См. 
Гюйгенс X. Трактат о свете. — М. — Л.: ОНТИ, 1935, гл. 3,— 
Прим . ред 
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АІВ — путь, проходимый лучом света. Теоретическое 
решение этой задачи сводится к построению эллипса с 
фокусами Л и В, касающегося заданной окружности с 
центром С. К этой задаче нам еще предстоит вер¬ 
нуться в гл. 8. 


Упражнения 

1. Объясняя, что такое фокус сферического зеркала, мы упо¬ 
мянули несколько геометрических теорем. Повторите вслух эти 
теоремы и подумайте, понятны ли вам их утверждения. Можете 
ли вы при помощи теоремы Пифагора доказать, что в прямо¬ 
угольном треугольнике с очень маленьким катетом другой катет 
по длине почти не отличается от гипотенузы? 

2. Наметьте общий ход доказательства Предложения 3 из 
«Оптики» Евклида, утверждающего, что существует предельное 
расстояние, после которого предмет перестает быть видимым, ис¬ 
пользуя гипотезу о зазоре между лучами зрения. 

3. Проведите на листе бумаги окружность и, двигая лист от 
глаза, проверьте, что угол, под которым видна окружность, убы¬ 
вает с увеличением расстояния. Чему равен этот угол, когда ок¬ 
ружность находится на очень большом расстоянии от глаза? 

4. Пользуясь Предложением 2 о том, что существует предель¬ 
ное расстояние, после которого предмет перестает быть видимым 
(упражнение 2), наметьте общий ход доказательства Предложе¬ 
ния 9 (прямоугольные предметы с большого расстояния кажутся 
округлыми). (Указа н и е: поместив прямоугольник прямо перед 
собой, докажите, что вершины удалены на большее расстояние, 
чем другие точки прямоугольника, а затем воспользуйтесь Пред¬ 
ложением 3.) 

5. Предположим, что в задаче об отыскании высоты при по¬ 
мощи зеркала ВН = 30 м, УѴЯ = 5 м и ЫЕ = 2 м. Найдите вы¬ 
соту А В. 

6. Приведите пример, поясняющий Предложение 50, в кото¬ 
ром утверждается, что если разнесенные в пространстве пред¬ 
меты движутся с одной и той же скоростью параллельно друг 
другу слева направо, то наблюдателю кажется, будто дальний 
предмет движется быстрее ближнего, а после того, как предметы 
поравняются с наблюдателем, дальний предмет отстает от ближ¬ 
него. (Нарисуйте предметы в различных положениях относитель¬ 
но наблюдателя.) 

7. Рассмотрите, как возникает параллакс движения, схемати¬ 
чески изобразив положения двух движущихся объектов, один из 
которых находится на меньшем расстоянии от наблюдателя, чем 
другой. 

8. Начертите траектории нескольких лучей, проходящих па¬ 
раллельно оси вогнутого сферического зеркала на небольшом 
расстоянии от нее. Проверьте, что на оси существует фокус — 
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точка, через которую (или достаточно близко от которой) прохо¬ 
дят все отраженные лучи. 

9. Если вам никогда не случалось наблюдать явление, опи¬ 
санное на стр. 169, проведите опыт с преломлением света и на¬ 
бросайте схему, показывающую, что происходит, когда вы нали¬ 
ваете воду в сосуд. 

10. Стоя перед слегка запотевшим зеркалом, зажмурьте один 
глаз и обведите пальцем контуры своего лица. Проверьте, будет 
ли нарисованный вами контур вдвое уже и короче вашего лица. 

Предположим, что изображение вашего лица находится по 
ту сторону зеркала на таком же расстоянии, на которое отстоит 
от зеркала ваше лицо. Можете ли вы пояснить при помощи чер¬ 
тежа, почему контур на зеркале оказался вдвое меньше вашего 
лица? (Напоминаем, что, обводя контур, вы зажмурили один 
глаз.) 



Глава 6 


«Начала» Евклида 


«Начала» Евклида, несомненно, наиболее значив 
тельная из когда-либо написанных книг по математи¬ 
ке. Попытаемся объяснить, на чем основана столь 
высокая репутация этого сочинения. Первым латин¬ 
ским автором, в сочинениях которого мы находим 
упоминание о Евклиде, был Цицерон (106—43 гг. 
до н. э.), но вряд ли во времена Цицерона римляне ііе- 
ревели Евклида на латынь и изучали его сколько-ни¬ 
будь подробно. По свидетельству самого Цицерона 
геометрия, столь высоко почитаемая греками, была 
низведена римлянами до свода практических правил, 
полезных при разного рода измерениях и вычислениях. 

Но постепенно даже римляне стали включать 
«Начала» в свои общеобразовательные программы. 
В период средневековья «Начала», как и многие дру¬ 
гие сочинения античных авторов, возродились в араб¬ 
ских переводах, и лишь в 1482 г. в Венеции вышло 
первое печатное издание «Начал» на латинском язы¬ 
ке. Это была первая сколько-нибудь значительная 
книга по математике, напечатанная типографским 
способом. Ширина полей в книге достигала шести с 
небольшим сантиметров, и все чертежи, поясняющие 
доказательства предложений, были вынесены на по¬ 
ля. В последние годы этот способ был возрожден в 
некоторых роскошных изданиях по математическому 
анализу. 

Первый и наиболее значительный английский пе¬ 
ревод «Начал», выполненный Генри Биллингсли, был 
издан в Лондоне в 1570 г. Он состоял из 928 страниц 
большого формата, не считая обширного предисловия. 
Чертежи к стереометрическим предложениям были 
выполнены дважды: на полях, в обычном виде, и на 
отдельных листах бумаги, приклеенных к краям стра- 
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ниц. Отвернув такой лист, можно было сложить из 
него соответствующую фигуру и узнать, как она вы¬ 
глядит. 

Сегодня только библиография изданий Евклида 
составила бы большой том. Но обратимся к «Нача¬ 
лам» *. Сочинение Евклида открывается перечнем оп¬ 
ределений. Приведем некоторые из них, сохранив ну¬ 
мерацию, принятую в оригинале. 

„Определения. 

1. Точка есть то, что не имеет частей. 

2. Линия же — длина без ширины. 

4. Прямая линия есть та, которая равно рас-: 
положена по отношению к точкам на ней. 

7. Плоская поверхность есть та, которая равно 
расположена по отношению к прямым на ней. 

8. Плоский угол есть наклонение друг к другу 
двух линий в плоскостях, встречающихся друг с 
другом, но не расположенных по (одной) пря¬ 
мой. 

9. Когда же линии, содержащие угол, прямые, 
то угол называется прямолинейным. 

10. Когда же прямая, восставленная на (дру¬ 
гой) прямой, образует рядом углы, равные между 
собой, то каждый из равных углов есть прямой , а 
восставленная прямая называется перпендику¬ 
ляром к той, на которой она восставлена 14 . 

Пропустив несколько определений, читаем даль¬ 
ше: 

„15. Круг есть плоская фигура, содержащая 
внутри одной линии (которая называется окруж¬ 
ностью), на которую все из одной точки внутри 
фигуры падающие (на окружность круга) пря¬ 
мые равны между собой. 

16. Центром же круга называется эта точка, 

17. Диаметр же круга есть какая угодно пря¬ 
мая, проведенная через центр и ограничиваемая с 
обеих сторон окружностью круга, она же и рас¬ 
секает круг пополам 44 . 


* Начала Евклида. — М. — Л.: Гостехизадт, кн. I—VI, 19482 
кн. VII—X, 1949; кн. XI—XV, 1950. 

В дальнейшем все выдержки из Евклида даются по первому 
тому этого издания (книги I-—VI). — Прим, перев. 
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Последнее определение гласит: 

„23. Параллельные суть прямые, которые, на¬ 
ходясь в одной плоскости и будучи продолженны¬ 
ми в обе стороны неограниченно, ни с той, ни с 
другой стороны между собой не встречаются 44 . 

Эти определения заслуживают подробнейшего 
анализа, и мы вряд ли сможем обойтись без их об¬ 
суждения, но призовем себе на помощь Прокла, од¬ 
ного из наиболее известных комментаторов Евклида. 
Однако сначала приведем «Постулаты» Евклида. 
Итак, слово Евклиду: 

„Допустим 

1. Что от всякой точки до всякой точки (мож¬ 
но) провести прямую линию. 

2. И что ограниченную прямую (можно) 
непрерывно продолжать по прямой. 

3. И что из всякого центра и всяким раствором 
(может быть) описан круг. 

4. И что всякие прямые углы равны между 
собой. 

5. И если прямая, падающая на две прямые, 
образует внутренние и по одну сторону углы, 
меньшие двух прямых, то продолженные эти две 
прямые неограниченно встретятся с той стороной, 
где углы меньше двух прямых 44 . 

Постулаты Евклида, в особенности знаменитый 
пятый постулат, на протяжении веков вызывали оже¬ 
сточенные споры. То, что намеревался поведать своим 
читателям Евклид, наглядно показано на рис. 53. 

Вводную часть «Начал» завершают «Общие поня¬ 
тия» (аксиомы): 

„1. Равные одному и тому же равны и между 
собой. 

2. И если к равным прибавляются равные, то и 
целые будут равны. 

3. И если от равных отнимаются равные, то 
остатки будут равны. 

7. И совмещающиеся друг с другом равны 
между собой. 

8. И целое больше части 44 . 

Множество выражений в английском языке берут 
начало из Библии или из Шекспира, но немало слов И 
выражений, утративших ныне чисто терминологичег 
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Рис. 53. 


ское значение и ставших общеупотребительными, за¬ 
имствованы из «Общих понятий» Евклида. Подгото¬ 
вив таким образом почву, Евклид на протяжении 
тринадцати книг доказывает свои геометрические 
предложения. 

Мы уже отмечали пристрастие к геометрии у Дю¬ 
рера, Леонардо да Винчи и других художников. На 
человека Возрождения знакомство с евклидовыми 
«Началами» производило неизгладимое впечатление. 
Отправляясь от некоторого набора более или менее 
приемлемых идей, называемых ныне аксиомами, и 
используя несколько построений, Евклид сумел дать 
логические доказательства истинных отношений меж¬ 
ду геометрическими объектами. Каждый шаг этих 
доказательств был столь очевиден, что они станови¬ 
лись неопровержимыми. Доказываемые утверждения 
Евклид называл предложениями, а мы называем тео¬ 
ремами. В одних случаях предложения, по мнению 
Евклида, очевидны и ослу (то, что Евклид обращается 
именно к этому животному, часто вызывало нарека¬ 
ния), в других — почти недоступны воображению. 

Так, доказывая, что сумма двух любых стопой 
треугольника всегда больше третьей стороны, Евклид 
предлагает поместить в одну вершину треугольника 
осла, а в другой вершине положить охапку сена. 
Чтобы добраться до сена, ни одному ослу не придет в 
голову обходить две стороны треугольника. С другой 

177 



стороны, о теореме Пифагора, согласно которой 
квадрат, построенный на гипотенузе, равен по площа¬ 
ди сумме квадратов, построенных на катетах, челове¬ 
чество не подозревало на протяжении тысячелетий, а 
у Евклида приведено немало других, столь же заме¬ 
чательных теорем. 

Не только форма, но и существо многих из пред¬ 
ложенных Евклидом определений подвергались кри¬ 
тике. Во избежание «бесконечного спуска» определе¬ 
ния не должны содержать таких понятий, которые 
сами нуждаются в определении. Словари и энцикло¬ 
педии, содержащие конечное число слов, избегают 
«бесконечного спуска», допуская в определениях по- 
рочный круг . В этом нетрудно убедиться, раскрыв 
какую-нибудь энциклопедию на словах точка, линия 
и т. п. 

Например, точка — это место, положение, а поло¬ 
жение — это место, занимаемое точкой! Тем, кто хотел 
бы немного позабавиться, рекомендуем спросить у 
приятеля, что такое точка и проследить за тем, чтобы 
предлагаемое определение не содержало порочного 
круга. Разочарование не способствует смягчению 
нравов, поэтому, задав подобный вопрос, вы рискуете 
нарваться на оскорбление! 

Как мы увидим дальше, некоторые трудности, 
связанные с определением понятия «точка», удается 
преодолеть, но поскольку нас могут заподозрить в мо¬ 
шенничестве, мы введем точки как множество неопре¬ 
деляемых сущностей, а прямые — как некоторые под¬ 
множества этого множества. Но вернемся к Евклиду* 

Нетрудно видеть, что в Определении 17 содержит¬ 
ся теорема о том, что диаметр окружности делит ее 
пополам . Комментатор Евклида Прокл, приписывая 
эту теорему Фалесу Милетскому, замечает: 

„Причина, по которой диаметр делит окруж¬ 
ность пополам, заключается в неуклонном следо¬ 
вании прямой через центр, ибо поскольку прямая 
проходит через середину и во все фазы движения 
воздерживается от отклонений в любую сторону, 
то по обе стороны прямая отсекает дуги окруж¬ 
ности равной длины 44 . 

Прокл считает необходимым сделать следующую 
оговорку: 
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„Если ты хочешь доказать это математически, 
то представь себе мысленно, что диаметр прове¬ 
ден и одна часть окружности наложена на дру¬ 
гую. Если они не равны, то она окажется либо 
внутри, либо снаружи другой части. И в том и в 
другом случае более короткий отрезок оказался 
бы равным более длинному, ибо все отрезки, 
идущие от центра к окружности, равны 44 . 

Первое замечание и доказательство совершенно 
различны по духу. При доказательстве Прокл ссыла¬ 
ется на то, что одну часть окружности следует зер¬ 
кально отразить относительно диаметра и сравнить ее 
образ с другой частью окружности. Центр окружно¬ 
сти при отражении остается неподвижным, поэтому 
любое различие между двумя частями окружности 
означает лишь, что какие-то точки на окружности 
расположены на меньшем или большем расстоянии от 
центра, чем они могут находиться. Следовательно, обе 
части окружности — отраженная и другая — должны 
совпадать. Если дополнить это рассуждение кое-ка¬ 
кими пояснениями относительно зеркального отраже¬ 
ния (или осевой симметрии), то доказательство будет 
совершенно строгим. 

Избранный Проклом стиль доказательства нельзя 
считать чисто евклидовским, и мы не можем не по¬ 
знакомить читателя с манерой изложения, оставив¬ 
шей неизгладимый след на всей математике. Для 
наших целей послужит Предложение 1: на данной 
ограниченной прямой построить разносторонний тре¬ 
угольник. Метод построения нам уже известен. 

„Пусть данная ограниченная прямая будет АВ 
(рис. 54). Требуется на прямой АВ построить 
равносторонний треугольник. 

Из центра А раствором АВ опишем круг ВСО 
(Постулат 3), и далее из центра В раствором В А 
опишем круг АСЕ (Постулат 3), и из точки С, в 
которой круги пересекают друг друга, проведем к 
точкам Л и Б соединяющие прямые СА, СВ (По¬ 
стулат 1). 

И поскольку точка А есть центр круга СДБ, то 
АС равна АВ (Определение 15); далее, поскольку 
точка В — центр круга СЛБ, то ВС равна ВА 
(Определение 15). Но уже было показано, что и 
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Рис. 54. 


СА равна АВ , значит, каждая из СА, СВ равна 
АВ. Но равные одному и тому же равны и между 
собой (Аксиома 1), значит, и С А равна СВ . 

Значит, три прямые СА, АВ, ВС равны между 
собой. 

Значит, треугольник АВС равносторонний 
(Определение 20) и построен на данной ограни¬ 
ченной прямой АВ (значит, на данной ограничен¬ 
ной прямой построен равносторонний треуголь¬ 
ник), что и требовалось сделать 44 . 

Каждый шаг в доказательстве кажется обосно¬ 
ванным ссылкой на постулаты, определения, общие 
понятия, но... А где, собственно, доказано, что точка С, 
в которой пересекаются окружности, действительно 
существует? 

Сказать, будто это очевидно даже ослу, означает 
нарушить правила игры, а если нельзя доказать, что 
окружности пересекаются, то самый факт их пересе¬ 
чения необходимо включить в число постулатов. 

Но это еще не все. Евклид молчаливо предполагает 
ряд свойств длины, например, такие, как АВ = ВА, не 
формулируя их в явном виде. Но так ли очевидны эти 
свойства? 

Не следует воспринимать наши замечания как 
проявление пренебрежительного отношения к Евкли¬ 
ду. Мы хотим лишь подчеркнуть, что за две тысячи 
лет представления о математическом доказательстве, 
как и следовало ожидать, изменились. Не входили в 
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наши намерения и комментарии к «Началам» Евкли¬ 
да. Мы хотели лишь на нескольких примерах проде¬ 
монстрировать стиль Евклида и показать/какое ог¬ 
ромное влияние он оказывал на людей. Голландский 
философ Спиноза (1632—1677) написал свою «Эти¬ 
ку», разбив ее «на манер» Евклида на постулаты, 
общие понятия и предложения. Прочитаем теперь, что 
случилось с автором «Левиафана» Томасом Гоббсом 
(1588—1679). Приводимый ниже отрывок заимство¬ 
ван из замечательных «Кратких биографий Обри», 
вышедших под редакцией Оливера Лоусона Дика. 

„Гоббсу уже исполнилось 40 лет, когда ему на 
глаза попалась геометрия. Произошло это слу¬ 
чайно. Находясь в Библиотеке для джентльме¬ 
нов, Гоббс увидел на столе томик «Начал» Евк¬ 
лида, раскрытый на Предложении 47 книги 1 *. 
Он прочитал предложение и воскликнул: «Кля¬ 
нусь богом (порою для вящей выразительности он 
прибегал к божбе), это невозможно!» И Гоббс 
углубился в доказательство предложения, в ко¬ 
тором содержалась ссылка на другое предложе¬ 
ние, которое он не преминул прочитать. Так про¬ 
должалось до тех пор, покуда он решительно не 
убедился в истинности утверждения. После этого 
происшествия Гоббс возгорелся любовью к гео¬ 
метрии/ 

Бертран Рассел описывает в своей автобиографии, 
каким откровением стало для него в детстве первое 
знакомство с Евклидом. Очень многие испытали глу¬ 
бокое потрясение от непогрешимости излагаемых в 
«Началах» истин. Как-то мне в руки попал роман 
Марии Корелли «Всесильный атом». Одного из его 
героев — маленького мальчика — родители-агностики 
(если не хуже) принуждали учить вместо Библии Ев¬ 
клида. Кончил этот мальчик плохо. 

Евклидова геометрия уже давно стала неотъемле¬ 
мой частью общего образования. Ею стали даже зло¬ 
употреблять. До недавнего времени учащимся прихо¬ 
дилось не только заучивать предложения, но и 
запоминать их номера и книги, в которых их можно 
найти. Если один из вкусивших плодов просвещения 


Теорема Пифагора. 
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писал: «По Евклиду I, 17», то его собратья знали, что 
имеется в виду теорема 17 из книги I: «Во всяком 
треугольнике сумма двух углов, взятых вместе при 
всяком их выборе, меньше двух прямых углов». 

Такой стиль преподавания явно нуждался в усо¬ 
вершенствовании, и Математической ассоциацией Ве¬ 
ликобритании некогда было основано даже специаль¬ 
ное общество, призванное улучшить преподавание 
геометрии и, в частности, заменить Евклида более 
современными учебниками. С тех пор появились тыся¬ 
чи руководств, авторы которых стремились превзойти 
Евклида. Результат столь бурной деятельности вряд 
ли можно назвать удовлетворительным: геометрия на 
уровне средней школы в ряде стран практически 
уничтожена *. 

Небезынтересно заметить, что. именно неадекват¬ 
ность постулатов Евклида с современной точки зрения 
привела к одной из величайших эпох возрождения, 
которые когда-либо переживала математика. В конце 
XIX в. Давид Гильберт из Геттингена своей волшеб¬ 
ной палочкой коснулся оснований геометрии, помимо 
всего прочего он разработал адекватную систему ак¬ 
сиом, на которой можно было возвести все здание 
евклидовой геометрии. К сожалению, система аксиом 
Гильберта слишком сложна, чтобы ее можно было 
преподавать в средней школе, но работа Гильберта по 
основаниям геометрии продемонстрировала фунда¬ 
ментальное значение аксиоматического метода в сов¬ 
ременной математике. Необычайно плодотворная де¬ 
ятельность математики XX в. зиждется именно на 
аксиоматическом методе. 

Поскольку математика—творение рук человече¬ 
ских, всегда разумно не только заглядывать вперед, 
но и оглядываться назад, памятуя поговорку: «По¬ 
вторение—мать учения». И действительно, вчи¬ 
тавшись еще раз в Евклида, мы будем вознаграж¬ 
дены. 

Как уже упоминалось, Евклид не пользуется цир¬ 
кулем, позволяющим переносить длину отрезка. Ин- 


* Ср. с оправдывающим это обстоятельство введением к 
книге Ж. Дьедонне «Линейная алгебра и элементарная геомет¬ 
рия» (М.: Наука, 1970 ). — Прим. ред. 
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тересным подтверждением этому служит Предложе¬ 
ние 2. Оно гласит: от данной точки отложить прямую, 
равную данной прямой. 

Мы уже приводили соответствующее построение, 
но интересно вернуться к нему еще раз и посмотреть, 
как оно выглядит у Евклида. 

„Пусть данная точка будет Л, заданная же 
прямая ВС\ требуется от точки А отложить 
прямую, равную данной прямой ВС (рис. 55). 

Проведем от точки А к точке В соединяющую 
прямую АВ и построим на ней равносторонний 
треугольник ОАВ (Предложение 1); по прямым 
В А и ОВ продолжим прямые АЕ , ВР, из центра В 
раствором ВС опишем круг СОН (Постулат 3) и 
далее из центра О раствором ОС опишем круг 
СКЬ (Постулат 3). 

Поскольку теперь точка В — центр круга 
СНС У то ВС равна ВО (Определение 15). Далее 
поскольку точка О — центр круга СКЬ , то ОЬ 
равна ОС (Определение 15), а у них О А равна 



Рис. 55. 
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БВ. Значит, остаток АЕ равен остатку ВО (Акси¬ 
ома 3). Но уже доказано, что и ВС равно ВО; 
значит, каждая из прямых А/, и ВС равна ВО. Но 
равные одному и тому же равны и между собой 
(Аксиома 1); значит, и АІ равна ВС. 

Значит, от данной точки А отложена прямая 
А/., равная заданной ВС , что и требовалось сде- 
лать“. 

То, что в приведенном выше доказательстве ис¬ 
пользовано Предложение 1, придает ему особое оча¬ 
рование. Последнюю фразу доказательства предло¬ 
жений в «Началах» Евклида часто сохраняют в ее 
латинском варианте: « С^иосі егаі сіетопзігапсіит» (что 
и требовалось доказать). Сокращение С}. Е. В. заняло 
свое место в английском языке как синоним решаю¬ 
щего довода. 

Рассмотрим еще несколько предложений Евклида, 
чтобы продемонстрировать некоторые весьма значи¬ 
тельные трудности, возникающие при аксиоматиче¬ 
ском подходе. Мы имеем в виду признак равенства 
треугольников «по углу, заключенному между двумя 
соответственно равными сторонами». 

„Предложение 4. 

Если два треугольника имеют по две стороны, 
равные каждая каждой, и по равному углу, со¬ 
держащемуся между равными прямыми, то они 
будут иметь и основание, равное основанию, и 
один треугольник будет равен другому, и осталь¬ 
ные углы, стягиваемые равными сторонами, будут 
равны остальным углам каждый каждому . 

Пусть АБС, БЕЕ будут два треугольника, 
имеющих две стороны АВ и АС равными двум 
сторонам БЕ и БЕ каждая каждой, а именно АВ 
равной БЕ, а АС равной БЕ и угол ВАС равным 
ЕБЕ (рис. 56). Я утверждаю, что и основание ВС 
будет равно основанию ЕЕ, и треугольник АВС 
будет равен треугольнику БЕЕ, и остальные углы, 
стягиваемые равными сторонами, будут равны 
остальным углам каждый каждому, а именно 
угол АВС углу БЕЕ и угол АС В углу БЕЕ. Дей¬ 
ствительно, если треугольник АВС совмещается с 
треугольником БЕЕ и кладутся точка А на точку 
Б, а прямая АВ на БЕ, то и точка В совместится с 
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Рис. 56. 
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Е вследствие того, что АВ равна БЕ\ а так как АВ 
совместилась с БЕ , то и прямая АС совместится с 
БР вследствие того, что угол ВАС равен ЕБР\ так 
что и точка С совместится с точкой Р вследствие 
того, что АС тоже равно БР. 

Но В уже совместилась с Е\ так что и основа¬ 
ние ВС совместится с основанием ЕР. Действи¬ 
тельно, если при совмещении точки В с Е, а С с Р 
основание ВС не совместилось бы с ЕР , то две 
прямые будут содержать пространство (Аксиома 
9), что невозможно. 

Значит, основание ВС совместится с ЕР и бу¬ 
дет ему равно; так что и весь треугольник АВС 
совместится со всем треугольником БЕР и будет 
ему равен, н остальные углы совместятся с 
остальными и будут им равны, а именно угол АВС 
углу БЕР и угол АС В углу Б РЕ. 

Значит, если два треугольника имеют по две 
стороны равными каждая каждой и по равному 
углу, содержащемуся между равными прямыми, 
то они будут иметь и основание, равное основа¬ 
нию, и один треугольник будет равен другому, и 
остальные углы, стягиваемые равными сторонами, 
будут равны остальным углам каждый каждому, 
что и требовалось доказать". 

Доказывая Предложение 4, Евклид накладывает 
треугольник АВС на треугольник БЕР. Эта операция 
требует некоторых объяснений, но напрасно мы ста¬ 
нем их искать у Евклида. Более серьезное возражение 
состоит в том, что предлагаемый Евклидом метод 
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Рис. 57. 


применим к треугольникам АВС и ОЕР на рис. 56, но 
не применим к треугольникам АВС и йЕР на рис. 57. 
Если два треугольника могут быть переведены один в 
другой зеркальным отражением (осевой симметрией), 
то метод наложения перестает действовать, хотя ин¬ 
туитивно мы ощущаем, что треугольники равны. И 
действительно, стоит лишь вынуть треугольник йЕР 
из плоскости, повернуть его «лицевой» стороной вниз 
и вернуть в плоскость, как предложенный Евклидом 
метод наложения вновь обретает силу. 

Но и это еще не все. Хотя Евклид и ссылается на 
Аксиому 7 (совмещающиеся друг с другом равны 
между собой), в действительности он пользуется об¬ 
ратным утверждением. Возражения против доказа¬ 
тельства Евклида столь многочисленны, что в совре¬ 
менных системах аксиом, в том числе и в системе 
аксиом Гильберта, Предложение 4 очень часто фигу¬ 
рирует как аксиома. 

Если при изложении геометрии вводится чрезмер¬ 
ное количество аксиом, то у читателя возникает чув¬ 
ство беспокойства. Зачем тогда вообще что-либо до¬ 
казывать? Почему не принять все утверждения в 
качестве аксиом? Своеобразие математики, и в осо¬ 
бенности геометрии, как уже подчеркивалось, состоит 
именно в том, что принятие определенной системы 
аксиом позволяет доказывать множество неожидан¬ 
ных результатов. Именно это и придает математике 
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неотразимую прелесть. Разумеется, аксиомы не долж¬ 
ны быть противоречивыми, и, кроме того, чем меньше 
аксиом, тем лучше. В дальнейшем мы увидим, как 
великие умы прошлого на протяжении столетий пыта¬ 
лись исключить лишь один из постулатов Евклида — 
пятый постулат — и что, собственно, навело их на эту 
мысль. 

Мы уже ссылались на Предложение 5 Евклида: у 
равнобедренных треугольников углы при основании 
равны между собой, и по продолжении равных прямых 
углы при основании будут равны между собой. 

Равнобедренным называется треугольник АВС У у 
которого, например, сторона АВ равна стороне АС 
(рис. 58). Если воспользоваться Предложением 4 и 
сравнить треугольники АВС и АСВ , то нетрудно ви¬ 
деть, что АВ = АС У АС = АВ и /.ВАС = /_САВ, 
так как это один и тот же угол. Следовательно, тре¬ 
угольники АВС и АСВ конгруэнтны и поэтому 
ААСВ = А.АВС у что и требовалось доказать. 

Доказательство Евклида длиннее нашего, и изоб¬ 
раженная на рис. 59 фигура в течение многих веков 
вызывала неизменный интерес. Ее называли ропз 
азіпогит — ослиный мост. Единого мнения по пово¬ 
ду происхождения этого названия не существует. 
Треугольник на рис. 59, в особенности если его сторо¬ 
ны очень пологи, напоминает эстакаду со скатом в обе 
стороны. Переправиться по нему может осел или че¬ 
ловек, но не лошадь. Иначе говоря, для дурака 
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Предложение 5 не составляет особого препятствия, в 
то время как умный человек призадумается. 

Французы называют «ослиным мостом» (ропі аих 
апез) фигуру из Предложения 1.47 — знаменитой тео¬ 
ремы Пифагора, столь взволновавшей Томаса Гобб¬ 
са (рис. 60). Вряд ли стоит приумножать и без того 
большое число противоречивых объяснений проис¬ 
хождения этого необычного «термина», но именно 
«ослиный мост» — первое предложение, которое мыс¬ 
лящий учащийся мог бы с успехом доказывать иначе, 
чем Евклид, глубоко заблуждаясь при этом. Напри¬ 
мер, он мог бы найти середину Ы основания 
треугольника АВС (рис. 59) и заметить, что соответ¬ 
ственные стороны треугольников АВЫ и АСЫ равны: 
АВ==АС , ВЫ = СЫ и АЫ = АЫ. Отсюда, опираясь 
на еще не доказанную теорему, он мог бы заключить, 
что треугольники АВЫ и АСЫ конгруэнтны и поэтому 
углы АВЫ и АСЫ равны. Дойдя до этого места, всякий 
«осел», несомненно, вспомнил бы доказательство Евк¬ 
лида и уверенной поступью направился бы к своему 
«что и требовалось доказать». 

В предложении, обратном Предложению 1.5, Евк¬ 
лид впервые использует гейисііо ай аЬзигйит —при¬ 
ведение к абсурду, или доказательство от противного, 
и нам необходимо приостановиться, чтобы разобрать¬ 
ся в этом понятии несколько подробнее. Предложе¬ 
ние, обратное тому, которое требуется доказать, 
утверждает, что если в треугольнике АВС угол АВС 
равен углу АСВ, то стороны АВ и АС равны. 
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Рис. 60. 


Доказательство начинается с принятия предполо¬ 
жения о неравенстве сторон и проводится так, чтобы 
прийти к противоречию в рассматриваемом случае — 
к утверждению о том, что меньшая величина равна 
большей. Но такое заключение абсурдно . Поскольку 
весь ход доказательства логически безупречен, какая- 
то посылка должна быть ошибочной. Ею может быть 
только исходное предположение о том, что АВ Ф АС. 
Но если это предположение ложно, то должно вы¬ 
полняться равенство АВ = АС . Тем самым требуемое 
предположение доказано. 

В основе рассуждения от противного лежит прин - 
цип исключенного третьего, который базируется па 
предложении о том, что всякое высказывание либо 
истинно, либо ложно . Следовательно, если доказано, 
что ложность предложения места не имеет, то есть что 
предложение не может быть ложно, то оно неминуемо 
оказывается истинным. 
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Обозначения, принятые в математической логике, 
позволяют записать сказанное с гораздо большим 
изяществом, но нам не хотелось бы затрагивать эту 
тему, и мы вновь отсылаем интересующихся читателей 
к нашей книге «Изящное искусство математики», где 
весь круг вопросов, относящихся к математической 
логике, рассмотрен более подробно. 

Для нас гораздо интереснее, что учащиеся считают 
рассуждения от противного слишком трудными для 
того, чтобы их можно было применять. Дойдя до про¬ 
тиворечия, они с нескрываемым облегчением останав¬ 
ливаются, и тот факт, что должно возникнуть проти¬ 
воречие, не вызывает у них ни малейшего интереса. 
Как сказал Уолт Уитмен: 

«По-твоему, я противоречу себе? 

Ну что же, значит, я противоречу себе. 

(Я широк, я вмещаю в себе 

множество разный людей.)»* 

Нельзя не упомянуть и о том, что некоторые весьма 
крупные ученые усматривают в чрезмерном упоре на 
принцип исключенного третьего симптом угрожающей 
математике опасной болезни и категорически отказы¬ 
ваются признавать любое доказательство от против¬ 
ного **. 

Один из наиболее замечательных примеров рас¬ 
суждения от противного, также включенный в еквли- 
довы «Начала», связан с доказательством отсутствия 
рационального числа а/Ь (где а и Ъ — целые числа), 
квадрат которого был бы равен 2. Как уже упомина¬ 
лось, это открытие *** вызвало кризис в древнегрече¬ 
ской математике. Доказательство начинается с 
предположения о том, что такое число существует и у 
чисел а и Ь сокращены все общие множители. Если 
а 2 /Ь 2 = 2, то 2 Ь 2 = а 2 и поэтому число а 2 четно , то есть 
делится на 2. Но нечетные числа (например, 1, 3, 
5, ...) при возведении в квадрат остаются нечетными 

* Перевод К. Чуковского. Уитмен У. Песнь о себе. В кн. 
«Стихотворения и поэмы». — М.: Художественная литература, 
1976, стр. 241. 

** Автор имеет в виду некоторые из современных направле¬ 
ний в области оснований математики, исключающие принцип ис¬ 
ключенного третьего из числа аксиом логики. — Прим. ред А 

*** Оно принадлежит школе Пифагора.— Прим. ред к 
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(переходят в 1, 9, 25, ...). Следовательно, поскольку 
а 2 — четное число, а должно быть четным. Записав его 
в виде а=2а' и возведя в квадрат [ а 2 =4(я') 2 ], по¬ 
лучим 

2Ь 2 = 4 (а') 2 » 


Следовательно, & 2 = 2(а') 2 и число Ь четно! Но оба 
числа а и Ь не могут быть четными, поскольку мы 
сократили все общие множители. Итак, мы пришли к 
противоречию. Поскольку наши рассуждения безуп¬ 
речны, то исходное предположение должно быть 
ложным, то есть число л/2 не рационально . 

Вернемся теперь назад и рассмотрим еще раз По¬ 
стулат 5, выражающий достаточное условие для того, 
чтобы две прямые не были параллельными. Небезын¬ 
тересно отметить, что Евклид неохотно обращается к 
этому постулату и не использует его в первых 
28 предложениях. Совокупность содержащихся в них 
геометрических утверждений получила название аб¬ 
солютной геометрии. Существуют геометрии, в кото¬ 
рых Предложения 1—28 продолжают оставаться вер¬ 
ными, но Постулат 5 отвергнут и заменен другим 
постулатом . Такие геометрии называются неевклидо¬ 
выми. Есть основания считать, что Евклид был пер¬ 
вым геометром, занимавшимся неевклидовой геомет¬ 
рией! * 

Совершим краткий обзор теорем абсолютной гео¬ 
метрии. Некоторые из них приводились без доказа¬ 
тельств в предыдущих главах. Например, если одну из 
сторон треугольника продолжить за вершину, то 
внешний угол больше любого из внутренних углов, не 
смежных с ним (рис. 61), угол А СИ больше любого из 
углов САВ и АВС (см. гл. 4). 

Теорема о том, что сумма углов треугольника рав¬ 
на двум прямым углам, следует из Постулата 5 и 
поэтому не принадлежит к числу утверждений абсо¬ 
лютной геометрии. Этой теоремой мы уже воспользо¬ 
вались в гл. 2. 


* В последние годы приобрели известность исследования ис¬ 
торика математики И. Тота, обнаружившего «следы» размышле¬ 
ний о неевклидовой геометрии в трудах Аристотеля и других 
предшественников. Евклида. — Прим. ред. 
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В любом треугольнике сумма двух сторон больше 
третьей стороны. Это утверждение — теорема абсо¬ 
лютной геометрии, поэтому и в неевклидовой геомет¬ 
рии ослы по-прежнему ведут себя рационально (см. в 
начале настоящей главы). 

Некоторые из теорем абсолютной геометрии дают 
различные признаки конгруэнтности двух треугольни¬ 
ков: по двум сторонам и заключенному между ними 
углу (с этой теоремой нам уже приходилось встре¬ 
чаться), по стороне и двум прилежащим к ней углам 
и по трем сторонам. Следует подчеркнуть, что хотя 
равенство соответствующих сторон двух треугольни¬ 
ков влечет за собой их конгруэнтность, одного лишь 
равенства углов для этого не достаточно. Треугольни¬ 
ки с равными углами называются подобными, длины 
сторон таких треугольников пропорциональны. Это 
означает, что на рис. 62 все отношения АВ : ОЯ, 
ВС:НК У СА:КС равны. В то же время существуют 
неевклидовы геометрии, в которых все треугольники с 
равными углами конгруэнтны. 

Но продолжим наш обзор абсолютной геометрии. 
В Предложении 27 Евклид доказывает, что если пря¬ 
мая, падающая на две прямые, образует накрест ле¬ 
жащие углы, равные между собой (рис. 63, а), то 
прямые будут параллельны друг другу. 

Доказательство проводится от противного: приняв 
в качестве исходного допущения предположение 6 
том, что две прямые пересекаются, и используя одну 
ранее доказанную теорему, Евклид приходит к про¬ 
тиворечию, Следовательно, две прямые не пересека- 
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Рис. 62. 

ются. Восстановление деталей доказательства отнесе¬ 
но в одно из сопровождающих эту главу упражне¬ 
ний. 

В Предложении 28 содержатся некоторые экви¬ 
валенты утверждения 27, служащие достаточными 
условиями параллельности двух прямых (рис. 63,6), 



накрест лежащие углы равны 



Аксиома I 

Плейсрера 


Рис. 63. 




Это означает, что если эти условия выполнены, то 
прямые должны быть параллельными. Эквивалент¬ 
ность Предложений 27 и 28 следует из того, что угол, 
стороны которого лежат на одной прямой, равен двум 
прямым углам. 

Но при доказательстве Предложения 29 *, содер¬ 
жащего необходимые условия параллельности двух 
прямых, возникает необходимость в Постулате 5. Под 
необходимыми мы понимаем условия, которые выпол¬ 
няются всякий раз, когда две прямые параллельны 
(о чем мы судим по углам, названным в предложении). 
Разумеется, иногда условия бывают необходимыми и 
достаточными. В таких случаях говорят, что теорема 
верна в том и только в том случае (или тогда и только 
тогда), если выполняются эти условия. Условия, со¬ 
держащиеся в Предложениях 28 и 29, необходимы и 
достаточны, но, как уже отмечалось, доказательство 
одного из них относится к компетенции абсолютной 
геометрии, а доказательство другого выходит за ее 
рамки. И снова читателю представится возможность 
проследить за деталями доказательства в одном из 
упражнений в конце этой главы. 

Обратимся теперь к Постулату 5. Утверждение, 
эквивалентное Постулату 5, было известно Проклу, 
жившему через семь веков после Евклида, но шот¬ 
ландскому физику и математику Плейферу (1748— 
1819) посчастливилось навек связать свое имя с 
Постулатом 5. Аксиома Плейфера гласит: через дан¬ 
ную точку Р можно провести лишь одну прямую, 
параллельную данной прямой I (рис. 63, в). 

Весьма полезно доказать, что аксиома Плейфера 
эквивалентна Постулату 5 Евклида. Это означает, что 
аксиома Плейфера следует из Постулата 5, а Постулат 
5 — из аксиомы Плейфера. Небезынтересно, что даже 
весьма эрудированные современные математики на¬ 
зывают аксиому Плейфера аксиомой Евклида. Разу¬ 
меется, это не совсем одно и то же, и, например, 


* Напомним, как оно сформулировано в^«Началах» Евклидаз 
«прямая , падающая на параллельные прямые , образует накрест 
лежащие углы , равные между собой , и внешний угол , равный 
внутреннему противолежащему с той же стороны , и внутренние 
односторонние углы, (вместе) равные двум прямым», — Прим. пе< 
рев. 
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преподобный Чарлз Лютвидж Доджсон, более 
известный как Льюис Кэрролл, являясь в должной 
мере осведомленным математиком, отдавал предпоч¬ 
тение Постулату 5, позволяющему достаточно просто 
устанавливать, параллельны ли две прямые или нет, в 
то время как обращаться за разрешением этого во¬ 
проса к аксиоме Плейфера совершенно бесполезно. 

Многие великие умы приложили немало усилий, 
чтобы доказать независимость Постулата 5 от 
остальных постулатов, то есть установить, что Посту¬ 
лат 5 можно вывести из других постулатов геометрии 
Евклида. Чтобы читатель мог составить представле¬ 
ние о размахе этой деятельности, приведем далеко не 
полный список утверждений, эквивалентных Постула¬ 
ту 5. 

Если прямая пересекает одну из параллельных 
прямых, то она пересекает и другую (Прокл, V в.). 

Существует треугольник, сумма углов которого 
равна двум прямым углам (Лежандр, 1752—1833). 

Для любых трех точек, не лежащих на одной пря¬ 
мой, существует окружность, проходящая через них 
(Лежандр; Ф. Бойяи, 1775—1856). 

Существуют два подобных, но не конгруэнтных 
треугольника (Саккери, 1667—1733). 

Мы уже говорили о том, что у Евклида не было 
недостатка в критиках и комментаторах: Особое по¬ 
ложение Постулата 5 привлекло к нему внимание еще 
в глубокой древности. Этот интерес привел к откры¬ 
тию неевклидовой' геометрии, одному из величайших 
Достижений человеческой мыслш Явное нежелание, с 
которым Евклид' ввел Постулат 5, на протяжении 
более чем двух тысячелетий побуждало геометров к 
попыткам вывести Постулат 5 из других постулатов. 
Прокл, к которому мы еще вернемся, дал критический 
разбор попытки, предпринятой Птолемеем, и показал 
ее ошибочность, после чего он привел свое собственное 
«доказательство» выводимости 1 Постулата 5' из других 
постулатов. Первое заслуживающее внимание иссле¬ 
дование по этому вопросу вышло в свет в 1733 г., оно 
принадлежало итальянскому иезуиту Джироламо 
Саккери. Будучи профессором математики Падуан- 
ского университета, Саккери написал небольшую кни¬ 
гу под названием «ЕисШез аЬ отпі паеѵо ѵіпйісаіиз* 
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(«Евклид, очищенный от всяких пятен»). По-видимо¬ 
му, Саккери находился под сильным впечатлением от 
мощи доказательств от противного и решил приме¬ 
нить этот метод к исследованию постулата о парал¬ 
лельных. 

Пусть АВСО — четырехугольник с прямыми угла¬ 
ми при вершинах А и В (рис. 64) и равными сторонами 
АО и ВС. Не выходя за рамки абсолютной геометрии, 
нетрудно доказать, что углы О и С равны. 

Возможны три случая: оба угла О и С острые 
(каждый из углов меньше прямого), оба угла В и С 
прямые и оба угла О и С тупые (каждый из углов 
больше прямого). 

Эти три случая Саккери назвал соответственно 
гипотезой острого угла, гипотезой прямого угла и 
гипотезой тупого угла. 

В своей работе Саккери намеревался показать, что 
гипотезы острого и тупого углов приводят к противо¬ 
речию. Тогда по принципу исключенного третьего 
должна выполняться гипотеза прямого угла, а из нее, 
как удалось выяснить Саккери, следует доказатель¬ 
ство Постулата 5. 

Молчаливо предполагая (как, впрочем, и Евклид), 
что прямая имеет бесконечную протяженность, Сак¬ 
кери исключил случай тупого угла, но гипотеза остро¬ 
го угла оказывается гораздо более трудной. Пытаясь 
доказать постулат о параллельных Евклида, Саккери 
получил множество теорем, относящихся к области 
математики, называемой ныне неевклидовой геомет¬ 
рией, и, остановись он на этом, снискал бы себе 
славу первооткрывателя неевклидовой геометрии. Но 
Саккери так жаждал реабилитировать Евклида, что 
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поступился безупречностью собственных рассуждений 
и допустил явные противоречия. 

В настоящее время известно, что геометрия, кото¬ 
рую можно построить, приняв гипотезу острого угла, 
нс противоречит евклидовой геометрии. Иначе говоря, 
постулат о параллельных (Постулат 5) независим от 
других постулатов и его невозможно вывести из них. 
С этим открытием связаны три имени: немецкого уче¬ 
ного Гаусса (1777—1855), которого нередко называли 
королем математиков, венгра Яноша Бойяи (1802— 
1860) и русского математика Николая Ивановича Ло¬ 
бачевского (1793—1856). 

Эти люди избрали иной подход к проблеме. Они 
рассмотрели геометрию, в которой аксиома Плейфера 
заменена другой аксиомой. При этом возможны три 
случая: через данную точку, лежащую вне данной 
прямой /, можно провести более чем одну прямую, 
параллельную /, ровно одну прямую, параллельную /, 
и нельзя провести ни одной прямой , параллельной I. 

Оказывается, что эти три ситуации эквивалентны 
соответственно гипотезе острого угла, гипотезе пря¬ 
мого угла и гипотезе тупого угла. Третий случай 
нетрудно исключить, предположив, как и прежде, что 
прямая имеет бесконечную протяженность. Подозре¬ 
вая, что первая гипотеза позволяет построить непро¬ 
тиворечивую геометрию, каждый из трех математиков 
независимо получил множество геометрических и 
тригонометрических следствий, к которым приводит 
принятие гипотезы острого угла. 

Гаусс, опасаясь критики со стороны невежд и по- 
луневежд, при жизни воздерживался от публикации 
своих исследований по неевклидовой геометрии. К со¬ 
жалению, он сдержанно отозвался о работе. Бойяи 
(весьма нуждавшегося в похвале признанного главы 
математиков!), с которой Гаусса познакомил некогда 
учившийся вместе с ним в Геттингене отец Яноша 
Бойяи Фаркаш. Гаусс заметил, что, похвалив юного 
Бойяи, он похвалил бы самого себя, поскольку он, 
Гаусс, еще раньше открыл независимость Посту¬ 
лата 5! 

Установлено, что Гаусс на самом деле первым 
открыл возможность существования непротиворечи¬ 
вой неевклидовой геометрии, но Бойяи и Лобачевский, 
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опубликовавшие свои работы примерно в одно время, 
в тридцатых годах прошлого века, заслуженно 
разделяют славу ниспровергателей заблуждения, 
длившегося более двух тысяч лет *. 

Почему великий Гаусс испытывал опасения по по¬ 
воду публикации своих открытий? Иммануил Кант 
(1724—1804) провозгласил, что не может быть иной 
геометрии,, кроме евклидовой, и что хотя ее содержа¬ 
ние апостериорно по отношению к чувственному вос¬ 
приятию, ее формы определены априорными катего¬ 
риями разума. Кант пользовался огромным влиянием, 
и, как свидетельствует история науки, навязчивые 
идеи становятся весьма навязчивыми. Еще совсем 
недавно один оксфордский философ, снискавший все¬ 
общую известность своей приверженностью безна¬ 
дежно устаревшим идеям и представлениям, прихо¬ 
дил в ярость всякий раз, когда кому-нибудь из 
студентов случалось опрометчиво упомянуть о воз¬ 
можности построения неевклидовых геометрий **. 

Попытаемся выяснить, каким ' образом большин¬ 
ство людей можно убедить в том, что неевклидовы 
геометрии действительно существуют. Построим мо¬ 
дель неевклидовой геометрии. 

Это миниатюрная вселенная, в которой при надле¬ 
жаще выбранных определениях точек, прямых, углов 
и т. п. выполняются первые 28 предложений Евклида, 
но отвергнута аксиома о параллельных. 

Мы не можем вдаваться во все подробности, но 
постараемся показать, что наша модель непротиворе¬ 
чива, то есть лишена внутренних противоречий, если 
непротиворечива обычная евклидова геометрия; на 
большее мы здесь не претендуем. 

Нашей вселенной послужит внутренность круга 
(рис. 65), точками — обычные точки внутри круга, 


* Первая публикация Н. И. Лобачевского на эту тему да¬ 
тируется 1829 г.; Я. Бойяи напечатал свою основную (и единст¬ 
венную) работу тремя годами позже — в 1832 г. — Прим, ред . 

** Бойяи-старший в письме, написанном в 1820 г., предосте¬ 
регал сына от чрезмерного увлечения постулатом о параллель¬ 
ных. «Мысль об этой проблеме должна внушать тебе такое же 
отвращение, как мысль об интимной близости с блудницей; она 
лишит тебя досуга, здоровья, покоя и отнимет все счастье твоей 
жизни». 
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Рис. 65. 


но нашими прямыми будут дуги окружностей, лежа¬ 
щие внутри круга и пересекающиеся с его граничной 
окружностью под прямыми углами . 

Пусть О — внутренность круга, а со—окружность, 
ограничивающая нашу миниатюрную вселенную. 
Первое, против чего вы можете возразить, что наши 
прямые в действительности не прямые. На это мы 
ответим, что Евклид использовал лишь одно свойство 
прямых, а именно то, что через любые две несовпада¬ 
ющие точки Р и С} можно провести лишь одну прямую- 
Но через любые две несовпадающие точки Р и (2 
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внутри (о также можно провести лишь одну окруж¬ 
ность, ортогональную окружности со (пересекающую¬ 
ся с о) под прямыми углами). 

(Доказательство этой теоремы требует определен¬ 
ных познаний из геометрии окружностей, и мы огра¬ 
ничимся лишь следующим замечанием. Пусть 0~ 
центр окружности со, а Р' — точка на прямой ОР, для 
которой произведение ОР-ОР' равно квадрату ради¬ 
уса окружности со. Тогда окружность, проходящая 
через точки Р, Р' и (2 — единственная из окружностей, 
проходящих через точки Р и Р', которая ортогональна 
окружности со. Из этой теоремы следует, что если две 
наши ортогональные окружности пересекаются внут¬ 
ри со в точке Р, то они пересекаются и вне со в точке 
Р'. Следовательно, наши «прямые» пересекаются не 
более чем в одной точке, так как точки, лежащие 
вне со, для нас не существуют.) 

Как мы определяем параллельные в нашей Все¬ 
ленной? Разумеется, как прямые, которые не пересе¬ 
каются і, сколько бы их ни продолжали (не следует 
забывать, что нас интересуют лишь дуги окружностей, 
лежащие внутри со). Рассмотрим одну из наших но¬ 
вых прямых / на рис. 65 и точку Р*, не лежащую на /. 
Нетрудно видеть, что через точку Р* можно провести 
бесконечно много прямых, не пересекающихся с вы¬ 
бранной прямой /. В то же время можно провести 
лишь две прямые, которые пересекаются с / (и, сле¬ 
довательно, касаются /) в точках пересечения / с со. 
Только эти прямые мы и будем называть параллель¬ 
ными прямой /. 

Итак, мы получаем геометрию, в которой аксиома 
Плейфера заменена следующей аксиомой: через лю¬ 
бую точку Р*, не лежащую на прямой /, можно про¬ 
вести две прямые, параллельные прямой I *. 

Все первые 28 предложений Евклида — теоремы 
абсолютной геометрии — остаются в силе и для нашей 
Вселенной, но поскольку Постулат 5 в ней не выпол¬ 
няется, то все теоремы Евклида, зависящие от этого 
постулата, отличаются от соответствующих теорем 


* Заметьте, что при этом мы используем исходящее от Лоба¬ 
чевского определение параллельности, отличное от евклидова!— 
Прим. ред. 
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нашей неевклидовой геометрии. До сих пор нам не 
представилось случая упомянуть об углах. Скажем 
теперь, что углы в й— это обычные евклидовы углы, 
только углы между окружностями, а не между пря¬ 
мыми. Если две дуги окружностей, лежащие в й, 
пересекаются в точке Р, то угол между ними считается 
равным евклидову углу между касательными к этим 
окружностям, проведенными в точке Р. 

Сумма углов треугольника в Й всегда меньше двух 
прямых углов. Напомним, что в евклидовой геометрии 
сумма углов треугольника всегда равна двум пря¬ 
мым углам, но эта теорема эквивалентна Посту¬ 
лату 5. 

Подобные треугольники (то есть треугольники с 
соответственно равными углами) в Й конгруэнтны. Но 
следует сразу же пояснить, что это отнюдь не означа¬ 
ет, будто один треугольник можно наложить на дру¬ 
гой. Движения (сохраняющие расстояние между лю¬ 
быми двумя точками) евклидовой геометрии имеют 
свои аналогии в «геометрии области й», но объяснение 
этого обстоятельства увело бы нас слишком далеко в 
сторону от основной темы. Ограничимся лишь заме¬ 
чанием о том, что внутри й можно ввести расстояние 
между точками, причем после этого граница о все¬ 
ленной й становится столь же недостижимой для ее 
обитателей, с какой бы скоростью они к ней не стре¬ 
мились, как для нас в нашей Вселенной недостижима 
бесконечность. 

Описанную нами модель неевклидовой геометрии, 
согласующейся с гипотезой острого угла, изобрел ве¬ 
ликий французский математик Пуанкаре. Он же по¬ 
стулировал физические условия в этой миниатюрной 
вселенной, вынуждающие ее обитателей изменять 
длину шага по мере приближения к со так, что крат¬ 
чайший путь из точки Р в точку С) совпадает с нашей 
неевклидовой прямой, проходящей через точки Р и (?, 
причем когда точка С) устремляется к границе со, 
длина отрезка РС) неограниченно возрастает. Обита¬ 
телям вселенной й геометрия их мира кажется такой 
же естественной и необходимой, как евклидова гео¬ 
метрия — Канту. Должно быть, Пункаре хорошо знал 
следующие строки из «Гамлета»: 
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«О боже! Заключите меня в скорлупу ореха, и 
я буду чувствовать себя повелителем бесконечно* 
сти. Если бы только не мои дурные сны!» 

Разумеется, существуют и другие модели неевкли* 
довых геометрий. Быть может, читателю когда-нибудь 
приходилось размышлять о поверхности сферы. Ото¬ 
ждествим на поверхности сферы точки ( Р , (2), если 
соединяющий их отрезок прямой проходит через 
центр сферы О (рис. 66). Это означает, что точкой в 
нашей новой геометрии служат две диаметрально 
противоположные евклидовы точки на поверхности 
сферы, а прямой по определению считается дуга 
большого круга, высекаемого на поверхности сферы 
плоскостью, проходящей через центр О. 

Через любые две не совпадающие точки на повер¬ 
хности сферы проходит лишь одна прямая (это сле¬ 
дует из теоремы о том, что через любые три евклидовы 
точки, не лежащие на одной прямой, можно провести 
плоскость и притом только одну). Две различные 
прямые в новой геометрии всегда пересекаются и их 
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пересечением может быть лишь одна точка* (это сле¬ 
дует из того, что две плоскости, проходящие через 
центр сферы О, всегда пересекаются по прямой, про¬ 
ходящей через О, и линия их пересечения «протыкает» 
сферу в двух диаметрально противоположных евкли¬ 
довых точках, то есть в одной точке новой геомет¬ 
рии). 

Следовательно, в этой геометрии через данную 
точку невозможно провести ни одной прямой, парал¬ 
лельной данной прямой, поэтому геометрия сферы с 
отождествленными диаметрально противоположными 
точками соответствует гипотезе тупого угла. 

Если говорить о чисто технической стороне дела, то 
во всем сказанном выше о неевклидовой геометрии 
нет ничего такого, что не могли бы понять Дюрер, 
Леонардо да Винчи или Саккери. Но расширенное 
толкование понятий точки и прямой было бы* для них 
весьма непривычно. 

Мы уже упоминали о курьезном определении точ¬ 
ки, приведенном у Евклида: точка есть то, что не 
имеет частей. По свидетельству Прокла, пифагорейцы 
определяли точку как монаду, имеющую положение. 
Дойдя до аналитической геометрии (гл. 7), мы опреде¬ 
лим точку на плоскости как упорядоченную пару чисел 
(р, д), но при этом, разумеется, необходимо знать, что 
следует понимать под числами. 

В современной геометрии мы начинаем с множе¬ 
ства неопределяемых объектов, называемых точками, 
и некоторых подмножеств этих точек, называемых 
прямыми. Мы говорим, что точка лежит на пря¬ 
мой, или инцидентна прямой, если точка является 
элементом того подмножества, которое определяет 
прямую. 

Следующий шаг мы делаем, добавляя аксиомы, 
соответствующие интересующему нас типу геометрии. 
Правда, само понятие множества также таит в себе 
немалые трудности. Интересующихся читателей мы 
снова отошлем к «Изящному искусству математики». 

В своей последней книге по основаниям математики 
профессор Карл Менгер указывает аксиоматический 
подход, позволяющий на определенном этапе разви¬ 
тия возродить знаменитое определение Евклида: точ¬ 
ка есть то, что не имеет частей! 
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Мы уже неоднократно упоминали Прокла, а те¬ 
перь поговорим о нем подробнее. Его комментарий 
к первой книге «Начал» Евклида представляет собой 
учебное пособие, написанное в V в. и дополняющее 
сочинение, успевшее к тому времени достичь семисот¬ 
летнего возраста. Не будучи математиком творческого 
склада, Прокл снискал известность как проницатель¬ 
ный и сведущий критик, отличавшийся необычайной 
ученостью. Ум его хранил достижения, накопленные 
за тысячу лет развития математики. 

Живя в конце эллинского периода, Прокл мог с 
олимпийским спокойствием оценивать достижения 
своих предшественников. Он был убежденным сто¬ 
ронником Платона, и это обстоятельство отчетливо 
ощущается в его комментариях. Прокл писал во вре¬ 
мена, когда христианство уже стало официальной ре¬ 
лигией Римской империи, но отношение к языческим 
верованиям еще оставалось терпимым. Отправление 
языческих культов было запрещено, однако Прокл, 
подобно большинству философов из Афин, сохранял 
привязанность к древней вере, соблюдал священные 
дни египтян и греков и усердно изучал мифологию и 
древние религиозные культы *. 

Прокл преподавал в знаменитой платоновской 
Академии, продолжавшей существовать на добро¬ 
вольные пожертвования и через восемь столетий по¬ 
сле смерти ее основателя. Многое бы я дал, чтобы 
узнать, сохранился ли до того времени девиз «Да не 
войдет сюда не знающий геометрию!», высеченный 
над входом во времена Платона. Прокл, несомненно, 
весьма основательно разбирался в геометрии. Он об¬ 
ладал необычайной энергией. Помимо пяти или шести 
классов, проведения других ученых собраний и вы¬ 
полнения религиозных ритуалов, он умудрялся писать 
не менее семисот строк в день! 

«Комментарий» к Евклиду, по-видимому, пред¬ 
ставляет собой нечто вроде учебного пособия. Он со¬ 
держит наставления учащимся по поводу того, на что 
следует обратить внимание в различных частных слу- 


* Здесь и далее ссылки даются по книге Моггочѵ Оіеп К. 
(Есі.). Ргосіиз’ Сопітепіагу оп іНе Рігзі Воок о? ЕисІісГз Еіе- 
тепіз. — Ргіпссіоп ЕІпіѵегзііу Ргезз, 1970. РгеГасе, р. VII. 
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чаях приведенных у Евклида предложений. Изложе¬ 
ние и математические рассуждения нередко прерыва¬ 
ются отступлениями на темы морали или метафизиче¬ 
ского значения теоремы, ее ценности для наставления 
ума в вопросах, не относящихся к области математи¬ 
ки. Эта глубоко религиозная установка составляет 
неотъемлемую часть метафизики Прокла, как, впро¬ 
чем, и всей неоплатонистской метафизики. 

Прокл считает Евклида членом древней платонов¬ 
ской школы и усматривает высшую цель «Начал» в 
построении пяти космических элементов, пяти пра¬ 
вильных тел, играющих столь видную роль в «Тимее» 
Платона (см. тл. 9)*. Действительно, «Начала» за¬ 
вершаются теорией пяти правильных Платоновых тел, 
но большая часть «Начал» не имеет к правильным 
телам никакого отношения. 

Прокл, будучи хорошим комментатором, разъяс¬ 
няет и значение термина «начала», или «элементы», 
выбранного Евклидом в качестве заглавия всего со¬ 
чинения. Разумеется, он означает начала начал, но в 
наши дни не все вкладывают в слово «элементарный» 
этот смысл. Несколько лет назад некий профессор 
латинского языка (не более и не менее!) сообщил мне, 
что написанную мной книгу нельзя называть исследо¬ 
ванием и включать в список научных работ, поскольку 
в предисловии сказано: «Весь материал книги изло¬ 
жен на элементарном уровне»! Всякий, кому хоть раз 
в жизни приходилось открывать книгу по математике, 
знает, что первая страница может быть вполне понят¬ 
ной, подход — элементарным, но это не мешает книге 
содержать немало новых результатов, то есть быть 
настоящим исследованием! 

Знаменитая фраза Шерлока Холмса: «Но это же 
элементарно, дорогой Ватсон!» в данном контексте 
точно передает суть дела. Холмс начинает расследо¬ 
вание любого дела с начала начал — с фактов, 
ускользнувших от внимания славного доктора Ватсона, 


* В более острой форме ту же точку зрения выразил извест¬ 
ный английский математик В. д’Арси Томсон, сказавший, что «На¬ 
пала» представляют собой сочинение о правильных многогранни¬ 
ках, несколько разросшееся в объеме, ибо автор счел нужным 
предварить основную тему изложением всех нужных для ее по¬ 
нимания сведений. — Прим, ред. 
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а затем цепочка блестящих умозаключений приводит 
знаменитого сыщика к выводу, поражающему вообра¬ 
жение доктора. 

Но вернемся кПроклу. Он критически относится ко> 
многим аспектам «Начал» Евклида, которые вызыва¬ 
ют критические замечания и у нас. Евклидово опре¬ 
деление плоского угла как наклонения друг к другу 
двух линий, в плоскости встречающихся друг с дру¬ 
гом, но не расположенных по (одной) прямой, по 
мнению Прокла, переводит угол в категорию отноше¬ 
ний, что вызывает возражения. • 

Мы преодолеваем эту трудность, определяя угол 
при помощи трех упорядоченных точек А, О, В, из 
которых Л и О, а также В и О попарно различны. 
Точку О мы называем вершиной угла и принимаем 
аксиому, утверждающую, что угол можно измерить. 

Постулат 4 Евклида (всякие прямые углы равны 
между собой), замечает Прокл, устанавливает некое 
внутреннее свойство прямых углов и, следовательно, 
не может быть ни аксиомой в смысле Геминоса, ни 
теоремой в смысле Аристотеля. Прокл подробно об¬ 
суждает различия между аксиомами, определениями 
и постулатами, но мы вынуждены опустить его сооб¬ 
ражения. Интересно отметить, что в сьоей работе по 
основаниям евклидовой геометрий Гильберт доказы¬ 
вает, что все прямые углы равны, тем самым подтвер¬ 
ждая мнение Аристотеля. 

Мы уже упоминали о том внимании, которое 
Прокл уделил Постулату 5. Прокл отводит много 
места его' изучению, полагая вместе с Птолемеем 
(в доказательстве которого он нашел ошибки), что 
постулат о параллельных можно вывести из‘Других 
постулатов. 

Роль бесконечности и концепции бесконечной де¬ 
лимости подробно обсуждались в математике, и 
Прокл постоянно обращает-внимание своих читателей 
на различия в точках зрения известных авторов, на 
доказательства, отличные от приведенных у Евклида» 
на критику выбора доказательств или их последова¬ 
тельности. 

Рассматривает Прокл и вопросы, до сих пор име¬ 
ющие первостепенное значение для философии мате¬ 
матики: природу объектов математического исследо** 
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вания, характер и допустимость методов, исследуе¬ 
мых математиками при изучении этих объектов. 
«Комментарий» Прокла, — говорит Морроу, автор 
превосходного английского перевода, которым мы 
пользовались,— единственный систематический трак¬ 
тат, сохранившийся со времен античности, в котором 
рассматриваются подобные вопросы». 

Попытаемся теперь передать читателю неповтори¬ 
мое своеобразие отдельных частей комментария Про¬ 
кла. По поводу определения «точка есть то, что не 
имеет частей» Прокл замечает: 

«Мы долго распространялись на эти темы, 
желая показать, что точки и пределы в целом 
обладают силой в космосе и что они имеют пер¬ 
востепенное значение во Вселенной, ибо несут в 
себе подобие с первопричиной, правящей всем...» 
По поводу определения круга Прокл говорит: 

«Первая, простейшая и наиболее совершенная 
из фигур есть круг... Если разделить Вселенную 
на небеса и бренный мир, то круговые формы 
надлежит приписать небесам, а прямые—брен¬ 
ному миру...» 

И далее: 

«Пифагорейцы утверждают, что треугольник 
есть первоисточник рождения и сотворения раз¬ 
личных видов вещей преходящих... Пифагорейцы 
считают, что квадрат в большей степени, чем лю¬ 
бая другая четырехсторонняя фигура, несет в себе 
образ божественной природы. Это их излюблен¬ 
ная фигура, символизирующая высокое достоин¬ 
ство, ибо прямизна углов передает целостность, а 
качество сторон способно устоять перед силой». 
Мы испытываем к квадратам иные чувства, но 
одно ясно: утратив способность восхищаться приро¬ 
дой простых геометрических фигур, мы заведомо по¬ 
несли серьезную утрату. Однако, может быть, неопи- 
фагорейские учения все же получат распространение в 
культуре грядущих поколений. 

Упражнения 

К Приняв постулат о том, что через любые две несовпадаю¬ 
щие точки Р и <3 можно провести прямую й притом только одну, 
докажите следующую теорему: любые две несовпадающие 
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прямые пересекаются не более чем в одной точке. (Указание. 
Воспользуйтесь доказательством от противного.) 

2. Докажите, что два треугольника АВС и А'В'С' не обяза¬ 
тельно должны быть конгруэнтными, если АВ = А'В', АС = А'С' 
и /.АВС — /А'В'С. (Это свидетельствует о том, что в при¬ 
знаке конгруэнтности треугольников «по двум сторонам и углу», 
угол непременно должен быть заключен между заданными сто¬ 
ронами. Поместив одну ножку циркуля в точку Л, а другую — в 
точку В, заметьте, что, за исключением того случая, когда угол 
АСВ прямой, на стороне ВС существует точка С Ф С, для кото¬ 
рой выполняется равенство АС = АС.) 

3. Прямые АВС и ОЕР проведены так, что угол АВЕ равен 
углу ВЕР. Докажите, что прямые АВС и ОЕР параллельны. [Это 
Евклид, Предложение 27: если прямая , падающая на две прямые , 
образует накрест леокащие углы , равные между собой , то прямые 
будут параллельны друг другу. Предположите, что прямые АВС 
и ОЕР пересекаются и что выполняется теорема о внешнем угле 
треугольника (внешний угол треугольника больше любого вну¬ 
треннего угла, не смежного с ним). В результате вы придете к 
противоречию. Следовательно...] 

4. Докажите, что если прямые АВС и ОЕР параллельны, то 
углы АВЕ и ВЕР равны. [Это Евклид, Предложение 29: прямая , 
падающая на параллельные прямые , образует накрест лежащие 
углы , равные между собой , и внешний угол , равный внутрен¬ 
нему , противолежащему с той же стороны , и внутренние одно¬ 
сторонние углы , (вместе) равные двум прямым. Поскольку раз¬ 
вернутый угол, обе стороны которого лежат на одной прямой, 
равен двум прямым, альтернативное утверждение состоит в том, 
что углы СВЕ и ВЕР в сумме равны дв>м прямым. Предполо¬ 
жите, что это не так , и воспользуйтесь Постулатом 5. Если сумма 
углов меньше двух прямых, то прямые АВС и ОЕР при продол¬ 
жении пересекаются по одну сторону от ВЕ. Если же сумма уг¬ 
лов больше двух прямых, то прямые АВС и ОЕР при продолже¬ 
нии пересекаются по другую сторону от ВЕ. Противоречие! Сле¬ 
довательно...] 

5. Приняв Постулат 5 в форме аксиомы Плейфера, докажите, 
что сумма углов треугольника АВС равна двум прямым. (Ука¬ 
зание. Проведите через вершину В единственную прямую ВО у 
параллельную прямой СЛ, и воспользуйтесь уже доказанными 
теоремами об углах, образуемых прямой, пересекающей парал¬ 
лельные прямые.) 

6. Докажите, что теорема из упражнения 5 эквивалентна 
теореме о внешнем угле треугольника (внешний угол при вер¬ 
шине В треугольника АВС равен сумме двух внутренних углов 
ВС А и САВ , противолежащих вершине В). Сравните эту теорему 
с теоремой абсолютной геометрии, о которой шла речь в упраж¬ 
нении 3. 

7. Эквивалентность аксиомы Плейфера Постулату 5 Евклида 
будет доказана, если вам удастся показать, что Постулат 5 вы¬ 
полняется всякий раз, когда выполняется аксиома Плейфера, и, 
наоборот, аксиома Плейфера выполняется всякий раз, когда вы- 
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полняется Постулат 5. Как далеко вам удастся продвинуться . в 
доказательстве каждого из этих двух утверждений? 

8. Пусть Р — точка на окружности с центром О и — 
прямая, проходящая через точку Р и не имеющая других общих 
точек с окружностью (такая прямая называется касательной к 
окружности в точке Р). Докажите, что угол ОР<2 прямой. (До¬ 
кажите, что если угол ОРО не прямой , то на прямой Р (2 суще¬ 
ствует точка РфР, для которой /.ОРР = /10 РО. Следова¬ 
тельно, точка Р также принадлежит окружности. Противоречие!) 

9. Пусть А , В , С — точки на окружности с центром О. Со¬ 
едините их отрезками прямых с центром О. Отметьте равные 
углы в равнобедренных треугольниках АСО (ОС = О А) и ВСО 
(ОС = О В) и воспользуйтесь упражнением 6, чтобы доказать со¬ 
отношение /1АОВ = 2 2.АСВ, в силу которого угол АС В остает¬ 
ся постоянным, когда точка С движется по каждой из двух дуг, 
концами которых служат точки А и В. 

Выбрав точку С на одной из этих дуг, а точку С' на другой, 
докажите, что сумма углов АСВ и АС'В равна двум прямым. 



Глава 7 


Аналитическая геометрия Декарта 
и проективная геометрия 


Хотя мы и не придавали этому особого значения, 
все же греческой геометрии при всей несомненной 
мощи ее методов приходилось рассматривать в от¬ 
дельности все возможные частные случаи каждой те¬ 
оремы, прежде чем теорема считалась полностью до¬ 
казанной. Огромного упрощения удалось достичь 
введением величин со знаком, принимающих положи¬ 
тельные или отрицательные значения, а разработан¬ 
ный Рене Декартом в 1637 г. метод координат навсег¬ 
да изменил лицо геометрии. Сущность того, что 
сделал Декарт, сводится к следующему. Положение 
точки на плоскости определяется заданием расстоя¬ 
ний от этой точки до двух фиксированных прямых, 
проходящих под прямым углом друг к другу через 
некоторую точку О. Эти прямые называются осями 
координат, а точка О — началом координат. Мы гово¬ 
рим, что точка Р имеет координаты (х, у ), если рас¬ 
стояние от точки Р до оси Оу равно х , а расстояние от 
точки Р до оси Ох равно у (рис. 67). Числа л; выбира¬ 
ются отрицательными , если точка Р лежит во второй 
или третьей четверти, а числа у считаются отрица¬ 
тельными, если точка Р лежит в третьей или четвертой 
четверти. На рис. 67 показаны все четыре возможные 
комбинации знаков, соответствующие каждой из че¬ 
твертей плоскости. 

Если точка Р движется по кривой, то ее координа¬ 
ты х и у связаны определенным соотношением. Это 
соотношение называется уравнением кривой. Напри¬ 
мер, если точка Р движется по прямой, изображенной 
на рис. 67, то рассматриваемое соотношение имеет вид 
х + у — 1=0, и мы говорим, что х + у — 1 =0 — 
уравнение нашей прямой. Точка (х у у) принадлежит 
данной кривой в том и только в том случае, если ее 
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координаты х и у удовлетворяют уравнению кривой 
(в рассматриваемом примере — уравнению х-\-у— 1 = 
= 0 ). 

Расстояние между двумя точками Р = (х, у) и 
Р' = (л/, у') по теореме Пифагора задается форму¬ 
лой 

(РР') 2 = {х — х') 2 + (у- у') 2 . 

Перелистав любую книгу по аналитической геометрии 
(как принято называть эту науку), читатель обнару¬ 
жит практически неисчерпаемый запас теорем, кото¬ 
рые можно доказать методами, впервые предложен¬ 
ными Декартом, для которого занятия геометрией 
были в большей или меньшей степени побочными. 
Основные интересы Декарта лежали в области фило¬ 
софии. Разумеется, при получении своих далеко иду¬ 
щих результатов Декарт использовал некоторые 
теоремы Евклида. В одном из писем Декарта к прин¬ 
цессе Елизавете Пфальцской, с которой он поддер¬ 
живал переписку на математические и философские 
темы, содержится следующее признание: 

«...Я не использую других теорем, кроме тех, в 
которых утверждается, что стороны подобных 
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треугольников пропорциональны и что в прямо¬ 
угольном треугольнике квадрат гипотенузы равен 
сумме квадратов катетов. Без колебаний я ввожу 
несколько неизвестных, чтобы свести задачу к 
такому виду, в котором она зависит лишь от этих 
двух теорем». 

Разумеется, Декарт не обходит вниманием кони¬ 
ческие сечения и, поскольку он использует алгебру, 
теорию уравнений. Без Декарта современная матема¬ 
тика была бы невозможна. Но и поныне можно 
услышать споры о том, не следует ли отдавать пред¬ 
почтение методам чистой (или синтетической) геомет¬ 
рии перед методами аналитической геометрии. Гео¬ 
метров волнует изящество доказательств. Некоторые 
доказательства, использующие координаты, длинны и 
громоздки, в то время как заменяющее их синтетиче¬ 
ское доказательство кратко. Но истинный геометр 
пытается понять оба подхода к решению задачи, и 
решение, полученное при помощи одного метода, 
нередко делает более понятным решение, полученное 
при помощи другого метода. 

Приведем лишь уравнения некоторых кривых, 
встречавшихся нам раньше: окружности и трех типов 
конических сечений. Уравнение окружности с центром 
в начале координат ( 0 , 0 ) и ‘радиусом г имеет вид 

х 2 + у 2 — г 2 = 0 . 

Если центр окружности находится в точке (р, < 7 ), то 
ее уравнение записывается несколько иначе: 

(х — р) 2 + (у — я) 2 — г 2 — 0 . 

Вид уравнений кривых существенно зависит от выбо¬ 
ра координатных осей. При надлежащем выборе осей 
уравнение эллипса приводится к виду 



уравнение гиперболы — к виду 



и уравнение параболы — к виду 
У 2 = ах. 
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Гипербола 


Рис. 08. 

Соответствующие оси показаны на рис. 68. Эти 
уравнения маскируют фокальные свойства конических 
сечений, о которых пойдет речь в следующей главе, и 
те, кто знакомится с коническими сечениями лишь по 
их уравнениям, нередко так и остаются в неве¬ 
дении относительно удивительных свойств кривых, 
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скрывающихся за этими простыми уравнениями. 
В таком смысле синтетический подход, основанный на 
методах чистой геометрии, обладает несомненными 
преимуществами. 

Методы Декарта применимы и к стереометрии. На 
рис. 69 показано, каким образом каждой точке Р 
пространства можно сопоставить координаты 
( х , у, г). И снова введение положительных и отрица¬ 
тельных чисел позволяет рассматривать 8 октантов, на 
которые делят пространство три взаимно перпендику¬ 
лярные плоскости, проходящие через точку О. В трех¬ 
мерном пространстве уравнение плоскости имеет вид 

(XX Ьу С2 СІ = 0. 

Прямые в аналитической геометрии можно рассмат¬ 
ривать как пересечение двух различных плоскостей, 
каждая из которых проходит через интересующую 
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нас прямую, то есть описывать при помощи системы 
уравнений 

(ах + Ьу + сг + ^ = О, 

\а'х + Ь'у + с г + й' = 0. 

И снова перед нами открывается необъятное поле 
человеческой деятельности, но мы не можем углуб¬ 
ляться в него. В гл. 9 мы дерзнем отправиться в 
пространства более высоких размерностей. 

Приблизительно в то же время, когда Декарт раз¬ 
вивал свои замечательные идеи, составившие целую 
эпоху в истории математики, архитектор из Лиона 
Жирар Дезарг прилежно разрабатывал другое обоб¬ 
щение геометрии, в известном смысле даже более 
фундаментальное, чем аналитическая геометрия Де¬ 
карта. Мы называем этот раздел геометрии проектив¬ 
ной геометрией. 

Хотя своего наивысшего расцвета проективная ге¬ 
ометрия достигла лишь в XIX в. (работы Дезарга 
пролежали забытыми до тех пор, пока новую науку не 
возродил Понселе), Дезарг, несомненно, по праву 
считается одним из отцов проективной геометрии. Де¬ 
зарг работал над теорией перспективы, и, как мы 
убедились при рассмотрении этой теории (см. гл. 2), 
представление о том, что параллельные можно счи¬ 
тать проходящими через одну бесконечно удаленную 
точку , допустимо считать естественным развитием 
перспективы, а также понятий конуса зрения и линии 
горизонта. 

Хотя Кеплер, живший примерно через столетие 
после Дезарга, разработал эту идею более подробно, 
тем не менее в трудах Дезарга она высказана со всей 
отчетливостью. 

Но коль скоро такая мысль сформулирована, она с 
необходимостью приводит к расширению евклидовой 
плоскости — пополнению ее бесконечно удаленными 
точками, лежащими по определению на одной пря¬ 
мой — бесконечно удаленной прямой. 

Если мы демократизируем расширенную плоскость 
и будем считать все ее точки равноправными, то при¬ 
рода нашей плоскости подвергнется коренным из¬ 
менениям. Бесконечно удаленные точки, называемые 
иногда идеальными , становятся обычными точками. 
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Идеальная (бесконечно удаленная) прямая также 
превращается в обычную, заурядную прямую, кото¬ 
рую садовник, разбивая клумбу, провешивает при 
помощи туго натянутой веревки. Поведением точек и 
прямых на расширенной плоскости управляют две 
теоремы или аксиомы (в зависимости от того, какую 
точку зрения мы предпочтем); 

1 ) две различные точки на расширенной плоскости 
определяют прямую и притом только одну, которой 
они обе принадлежат; 

2 ) две различные прямые на расширенной плоско¬ 
сти определяют точку и притом только одну, через 
которую они обе проходят. 

Никаких упоминаний о том, что две прямые могут 
быть параллельны, более не существует. Геометрия 
расширенной плоскости — это геометрия точек, пря¬ 
мых и пересечений. Любая теорема о точках, прямых и 
пересечениях, выполняющаяся на расширенной пло¬ 
скости, останется верной, если всю конфигурацию мы 
спроектируем из некоторого центра на картинную 
плоскость, как это сделано на рис. 12. Отсюда и на¬ 
звание проективная геометрия. 

Быть может, утверждение о том, что эта геомет¬ 
рия, не использующая никаких измерений, содержит в 
себе всю евклидову геометрию, вызовет у читателя 
недоумение и он спросит: «Но разве в евклидовой 
геометрии есть хоть какие-нибудь теоремы, в которых 
бы никак не использовались измерения углов и рас¬ 
стояний, а речь шла бы только о точках, прямых и 
пересечениях?» Знакомясь в гл. 6 с «Началами» Евк¬ 
лида, мы, действительно, не привели ни одной такой 
теоремы, но у Евклида имеется несколько теорем, 
относящихся к проективной геометрии. И все же при¬ 
надлежность той или иной теоремы к проективной 
геометрии не столь бесспорна, как проективный ха¬ 
рактер следующей теоремы, отсутствующей у Евклида 
и приписываемой александрийскому геометру Паппу, 
жившему несколькими веками позднее. 

Пусть I и пг — две прямые на плоскости , Л, В и 
С — различные точки прямой /, а А\ В' и С'— раз¬ 
личные точки прямой пг, тогда точки пересечения трех 
пар пряліых АВ ' и А'В, ВС и В'С } СА' и С А принад¬ 
лежат одной прямой (рис. 70). 
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Рис. 70. 


Теорема Паппа в наши дни приобрела фундамен¬ 
тальное значение и рассматривается в любом курсе по 
основаниям геометрии. Через тысячу лет после Паппа 
Блез Паскаль в возрасте шестнадцати лет сформули¬ 
ровал теорему, также носящую ярко выраженный 
проективный характер. Теорему Паскаля можно счи¬ 
тать своего рода обобщением теоремы Паппа. Пусть 
А, В, С , А\ В ' и С' — шесть точек, принадлежащих 
некоторому коническому сечению, тогда точки пересе¬ 
чения трех пар прямых АВ' и А'В , ВС и В'С , СА' и 
С А принадлежат одной прямой (рис. 71). Заметим, 
что теорема Паскаля выполняется для любого ко¬ 
нического сечения: для окружности, эллипса, парабо¬ 
лы и гиперболы, поскольку все эти кривые можно 
получить как сечения кругового конуса. 


В 



В' 

Рис. 71. 


217 


Более того, при разумном определении касатель¬ 
ной в точке конического сечения теорема Паскаля 
будет выполняться и в том случае, если не все из 
наших шести точек различны. Теорему Паскаля мож¬ 
но использовать для построения конического сечения, 
проходящего через пять заданных точек А, В, С, А\ 
В\ так как она указывает точку С' на этом коническом 
сечении, в которой любая прямая, проходящая, на¬ 
пример, через точку В , вторично пересекается с кони¬ 
ческим сечением: точка С' совпадает с точкой пересе¬ 
чения двух прямых, провести которые совсем не 
трудно (см. упражнение 3 в конце главы). 

Паскаль был учеником Жирара Дезарга и велико¬ 
лепно владел пером. Его «Мысли» * перечитываются и 
в наши дни и имеют немалую известность, однако 
некоторые из геометрических работ Паскаля были 
утеряны. Рассказывают, что одну из доказанных им 
теорем Паскаль сопроводил более чем тремястами 
короллариями — следствиями из основной теоремы. 

Древние греки, как уже говорилось, не умели до¬ 
казывать такие теоремы, поскольку их геометрические 
представления не были достаточно развитыми и каж¬ 
дый частный случай приходилось рассматривать за¬ 
ново. На вершине своего развития, которой можно 
считать сочинение Аполлония «О конических сечени¬ 
ях», греческая геометрия представляла собой строй¬ 
ную систему, мощь которой недооценивают те, кто 
считает, будто все современное, даже в руках несве¬ 
дущего человека, превосходит любое достижение 
древних. И все же мы напрасно стали бы искать 
общие теоремы в греческой геометрии: их там нет. 

Дезарг доказал другую теорему проективной гео¬ 
метрии, носящую ныне его имя. Ей также придается 
первостепенное значение в основаниях геометрии. 
Пусть АВС и А'В'С '— два треугольника (не обяза¬ 
тельно лежащие в одной плоскости), такие, что пря¬ 
мые АА', ВВ 7 и СС' проходят через одну точку V, 
тогда точки пересечения трех пар сторон ВС и В'С\ 
СА и С'А\ АВ и А'В' принадлежат одной прямой 
(рис. 72). 

* См., например, Ларошфуко. Максимы; Паскаль Б. Мысли; 
Лебрюйер И. С., де Характеры. — М.: Художественная литерату¬ 
ра, 1974. — Прим. ред ч 
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Рис. 72. 

Чтобы объяснить, каким образом к этой теореме 
мог прийти каждый, кто, как Дезарг, занимался тео¬ 
рией перспективы, заметим следующее. Если тре¬ 
угольник ЛВС лежит в плоскости а, А'В'С' — изоб¬ 
ражение треугольника АВС на плоскости а' и V — 
вершина конуса зрения (глаз наблюдателя), то пря¬ 
мые АА', ВВ' и СС' проходят через точку V, а 
поскольку сторона Л В проектируется в сторону Л'В'и 
точки на оси проекции переходят ѳ себя, то точка * 
пересечения сторон АВ и А'В' лежит на оси проек¬ 
ций . 

Аналогичное утверждение справедливо и относи¬ 
тельно точек пересечения сторон ВС, В'С' и СА,С'А\ 
Следовательно, три точки, о которых говорится в тео¬ 
реме Дезарга, действительно лежат на одной прямой. 

Что произойдет, если треугольник ЛВС по-преж¬ 
нему оставить в плоскости а, треугольник А'В'С' — 
в плоскости а' и повернуть плоскость а вокруг линии 
пересечения ее с плоскостью а' до совпадения с а'? 

Оба треугольника ЛВС и А'В'С' теперь располо¬ 
жены в одной плоскости, причем так, что точки пере¬ 
сечения трех пар сторон ВС и В'С', СА и С'А', АВ и 
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А'В' все еще принадлежат одной прямой — прежней 
линии пересечения плоскостей а и а'. Убедиться в том, 
что прямые АА / , ВВ ' и СС' проходят через одну точ¬ 
ку, сразу невозможно, хотя это действительно так. 
Иногда утверждение, к которому мы пришли, 
повернув плоскость а, называют теоремой, обратной 
теореме Дезарга, но можно доказать, что «обратная» 
теорема выполняется, если выполняется «прямая» те¬ 
орема Дезарга, как логическое следствие из нее. По¬ 
этому любую из двух формулировок с равным осно¬ 
ванием можно считать теоремой Дезарга 
(см. упражнение 2 в конце главы). 

История публикаций Дезарга интересна и весьма 
печальна. Его стиль необычайно сжат и труден для 
понимания. Для описания новых идей Дезаргу при¬ 
шлось постоянно изобретать новые термины. О собст¬ 
венных работах он отзывался как о «набросках ре¬ 
зультатов» и предоставлял другим развивать свои 
идеи. Этим занимался его друг, гравер Боссе, чья 
манера изложения была настолько же многословной, 
насколько лаконичен был стиль Дезарга. В итоге за 
распространение идей Дезарга Боссе вынужден был 
оставить работу в Школе изящных искусств. У Де¬ 
зарга были враги. Во время одной из перипетий борь¬ 
бы с ними Дезарг расклеил по Парижу афишки, в 
которых подверг ожесточенным нападкам теорию 
перспективы, приписываемую отцу Дюбрейлю, и пред¬ 
лагал денежную награду каждому, кто сможет дока¬ 
зать, что теория Дезарга не самая лучшая! Яростные 
споры между математиками не были редкостью, но 
мало кто из ученых мужей мог сравниться с Дезаргом 
методами их ведения. 

Работа Дезарга, удостоенная похвал Декарта, 
Паскаля и других математиков, на протяжении сто¬ 
летий оставалась забытой, пока в 1822 г. военный 
инженер Понселе (к тому моменту уже дослужив¬ 
шийся до генерала) не возродил теорию Дезарга в 
своем великом трактате о проективной геометрии, 
большая часть которого была написана в русском 
плену после отступления Наполеона из Москвы. 

С выходом в свет второго издания «Трактата о 
проективных свойствах фигур» Понселе вступает в 
ряды непризнанных. Страницу за страницей посвяща- 
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ет он спорному вопросу, выдвигая обвинения не толь¬ 
ко против некоторых академий, но и против двух 
французских математиков Жергонна и Брианшона. 
На этот раз предметом спора послужила не теория 
перспективы, а принцип двойственности — одно из 
фундаментальнейших понятий проективной геомет¬ 
рии. 

Прежде чем приступать к подробному разбору 
принципа двойственности, нам хотелось бы заметить, 
что утверждение автора одной из статей, помещенных 
в журнале Меіѵ Ѵогкег от 19 февраля 1972 г. (стр. 19), 
о том, будто «математики не испытывают чувства 
зависти или досады, если кому-нибудь другому по¬ 
счастливится опередить их в публикации давно леле¬ 
емого ими открытия или вздумается претендовать на 
авторство», основано на полном незнании истории ма¬ 
тематики! 

В основе принципа двойственности лежит замеча¬ 
ние о том, что две основные аксиомы проективной 
геометрии на плоскости (Аксиомы 1 и 2 на стр. 216) 
обнаруживают двойственность , то есть переходят 
друг в друга, если поменять местами слова точки и 
прямые , лежат и проходят и, разумеется, на и через. 
Если, говоря о точке, лежащей на прямой, или о пря¬ 
мой, проходящей через точку, мы воспользуемся более 
общим термином и скажем, что точка и прямая инци¬ 
дентны , то аксиомы проективной геометрии на пло¬ 
скости можно сформулировать следующим образом: 

1 ) две различные точки на расширенной плоскости 
определяют прямую и притом только одну, которой 
они обе инцидентны; 

2 ) две различные прямые на расширенной плоско¬ 
сти определяют точку и притом только одну, которой 
они обе инцидентны. 

Предположим теперь, что наш словарик взаимо¬ 
заменяемых терминов пополнился такими парами 
слов, как прямая , проходящая через две точки , и 
точка пересечения двух прямых, треугольник (три 
неколлинеарные точки) и трехсторонник (три некон¬ 
курентные прямые), а также коллинеарные (так на 
зываются точки, лежащие на одной прямой) и конку¬ 
рентные (так называются прямые, проходящие через 
одну точку). Располагая таким запасом слов, мы уже 
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можем применять принцип двойственности к теоре¬ 
мам, в которых говорится лишь о точках, прямых, 
пересечениях, прямых, проходящих через две задан¬ 
ные точки, тройках прямых и точек. 

Принцип двойственности утверждает, что у каж¬ 
дой такой теоремы имеется тень, своего рода матема¬ 
тический двойник — двойственная теорема, для полу¬ 
чения которой достаточно воспользоваться нашим 
словарем и автоматически произвести попарную за¬ 
мену терминов точка и прямая, пересечение двух пря - 
мых и прямая, проходящая через две точки, коллине - 
арные и конкурентные, треугольник и трехсторонний . 

Применив принцип двойственности к теореме Де- 
зарга, мы получим теорему, обратную теореме Дезар- 
га. Чтобы убедиться в этом, запишем теорему Дезарга 
в следующем виде: 

«Если имеются два треугольника, таких, что 
прямые, проходящие через соответственные вер¬ 
шины, инцидентны одной точке, то пересечения 
соответственных сторон инцидентны одной пря¬ 
мой». 

Раскрыв наш словарь и переставив термины вер¬ 
шины и стороны, приходим к теореме: 

«Если имеются два трехсторонника, таких, что 
пересечения сходственных сторон инцидентны од¬ 
ной прямой, то прямые, проходящие через соот¬ 
ветственные вершины, инцидентны одной точке». 

Это теорема, обратная теореме Дезарга. Матема¬ 
тика стремится в своем развитии по возможности из¬ 
бегать введения каких-либо принципов, и в наши дни 
принцип двойственности не догма, а теорема, доказы¬ 
ваемая особенно легко и просто с привлечением ал¬ 
гебраических методов в геометрию, но обсуждение 
даже общего хода доказательства увело бы нас слиш¬ 
ком далеко в сторону. Однако даже приведенное выше 
краткое описание принципа двойственности, допуска¬ 
ющего обобщение на проективные пространства лю¬ 
бого числа измерений, позволяет понять, почему гео¬ 
метры, чьи работы имели отношение к созданию (или 
открытию) этого принципа, столь ревностно отстаива¬ 
ли свое исключительное право именоваться его авто¬ 
ром. 

Покажем теперь, какое важное место занимает 
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теорема Дезарга в теории перспективы. Предположим 
снова, что треугольник АВС лежит в плоскости а, 
треугольник А'В'С' — изображение треугольника 
АВС в плоскости а' и V — глаз живописца. Сход¬ 
ственные линии, например АВ и А'В', пересекаются 
на оси проекции — линии пересечения плоскостей а и 
а'. Как и прежде, сложим плоскости а и а', повернув 
их вокруг оси до полного совмещения. Такой прием 
называется в геометрии наложением. 

Мы получили два треугольника АВС и А'В'С, 
расположенные в одной плоскости, и пересечения трех 
пар сходственных сторон АВ и А'В', ВС и В'С, СА и 
С А', лежащие на одной прямой. По теореме Дезарга, 
прямые АА', ВВ' и СС проходят через одну точку. 
Обозначим ее, как и прежде, через V (рис. 73). Точка 
V однозначно определена, например, как точка 


V 
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пересечения прямых АА' и ВВ'. Итак, если 
РфЯЗТІІ ... — любой многоугольник и Р'СІ'Р'З'Т'ІІ'...-— 
его образ при проектировании, то все соответственные 
прямые Р(2 и Р'(2'... пересекаются на оси, а все пря¬ 
мые, соединяющие все пары сходственных вершин РР\ 
<2(2', РР', 33', ... проходят через точку V. К такому 
выводу мы придем сразу же, как только применим 
теорему Дезарга к треугольникам АВР и А'В'Р ', за¬ 
тем к треугольникам АВС} и А'В'С}' и так далее. Пря¬ 
мые РР' и (2<2' пройдут через точку пересечения пря¬ 
мых АА' и ВВ ', то есть через точку V. 

Проблема построения перспективного изображе¬ 
ния, столь занимавшая художников Возрождения, 
сводилась к следующему. На плоскости а, которая 
называется предметной плоскостью, задан много¬ 
угольник РС}РЗТ... Как построить точное перспектив¬ 
ное изображение этого многоугольника на совмешен- 
ной с а плоскости а', которая называется картинной 
плоскостью ? На плоскости а' по-прежнему существует 
линия схода, называемая также линией горизонта , 
или горизонтом, а соответственные прямые, например 
Р<2 и Р'ф, пересекаются на одной прямой — оси про¬ 
екции, называемой также основанием картины. 

В главе о Дюрере и искусстве перспективы мы 
показали, как, пользуясь двухточечной перспективой, 
решать задачу о построении перспективного изобра¬ 
жения окружности, вписанной в квадрат. Покажем 
теперь, как построить точное перспективное изобра¬ 
жение многоугольника РС}Р5Т ...и окружности не?а- 
висимо от того, вписана ли она в квадрат со сторона¬ 
ми, идущими в нужных направлениях, или не 
вписана. 

Это построение Пьеро делла Франческа описал в 
своей книге, вышедшей между 1470 и 1490 гг. Мы 
получим те же результаты при помощи теоремы Де¬ 
зарга. Пьеро делла Франческа знал, что сходственные 
линии пересекаются на основании картины, но не знал 
или по крайней мере не пользовался тем, что все 
прямые, соединяющие сходственные точки, например 
прямая РР', проходят через точку V. Эту точку мы 
называем центром проекций. 

Еще одна теорема, которой мы воспользуемся при 
построении, основана на идее о том, что наше перс- 

224 



о" 



Рис. 74. 


пективное изображение представляет собой не что 
иное, как некоторое отображение исходной фигуры, 
лежащей в той же плоскости. Можно сказать, что при 
этом отображении точки, лежащие на линии горизон¬ 
та, переходят в бесконечно удаленные точки. Предпо¬ 
ложим, что прямая РО. пересекает линию горизонта ѵ 
и точке Т (рис. 74). Точки прямой РС ? отображаются 
на точки прямой Р'О', а точка Г, лежащая на РС}, 
отображается в бесконечно удаленную точку Т' пря¬ 
мой Р'О'. Но прямая ТѴ проходит через точку 1/, так 
как Т и Т' — соответственные точки. Следовательно, 
прямая ѴТ пересекается с прямой Р'С}' в бесконечно 
Удаленной точке . Иначе говоря, образ Р'(3' прямой 
РС} параллелен прямой ѴТ , 
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Зная это, мы можем построить перспективное 
изображение любой фигуры, заданной на предмет¬ 
ной плоскости, выбрав либо ось проекции, либо па¬ 
раллельную оси линию горизонта и центр проек¬ 
ций V 

Воспроизведем фигуру из книги по теории перс¬ 
пективы Пьеро делла Франчески и покажем, что маши 
методы позволяют получить перспективное изображе¬ 
ние двух сторон правильного пятиугольника, отобра¬ 
жением которого занимался Пьеро делла Франческа 
(рис. 75). Чтобы избежать чрезмерно большого числа 
линий на чертеже, мы не будем строить перспективное 
изображение всего пятиугольника, но нетрудно ви¬ 
деть, что если бы мы это сделали, то оно не отличалось 
бы от того изображения, которое приведено в книге 
старого автора. 

Пьеро делла Франческа берет квадрат ВСЕй , 
внутри которого находится правильный пятиугольник 
ЕОНІК , и показывает, как построить перспективное 
изображение этой фигуры. За ось проекций он прини¬ 
мает прямую ВС , поэтому В = В ; и С = С', а точка А 
находится у него на линии горизонта, которую мы 
изобразим в виде прямой, проходящей через точку А 
параллельно оси проекций ВС. Наш центр проекций V 
совпадает с точкой пересечения прямых ЬО' и ЕЕ\ и 
перспективные изображения пятиугольника и квадра¬ 
та можно построить, зная либо точку V и ось проек¬ 
ций, либо точку V и линию горизонта. Мы будем 
использовать оба варианта. 

Если прямая КЕ пересекает ось проекций в точке 
Х у то прямая К'Е' проходит через точку X. Если 
прямая КЕ пересекает линию горизонта ѵ в точке Ѵ % 
то прямая К'Е' параллельна прямой ѴѴ. Следова¬ 
тельно, чтобы получить точку Е'у мы находим точку 
пересечения прямой ѴЕ и прямой, проходящей через 
точку X параллельно прямой ѴѴ Точки С\ Н' и /' 
определяем при помощи аналогичных построений. Так 
теорема Дезарга позволяет быстро строить перспек¬ 
тивные изображения плоских фигур. 

Пьеро делла Франческа показал также, как изоб¬ 
ражать на перспективных рисунках трехмерные фигу¬ 
ры, например кубы, но мы не будем останавливаться 
на этом и ограничимся лишь тем, что сказано в гл. 2* 
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Рис. 76. 

В то же время перспективное изображение окружности 
представляет большой интерес из-за разнообразия 
возникающих кривых, представляющих собой раз¬ 
личные конические сечения. Вид кривой зависит от 
положения окружности относительно горизонта. В гл. 2 
(см. стр. 59) вписанная в квадрат окружность пере¬ 
ходила в эллипс. Если же изображаемая окружность 
касается линии горизонта, то при проектировании 
возникает парабола (рис. 76). Докажем это утверж¬ 
дение. 

Выберем точку V на оси симметрии окружности и 
линии горизонта и точку Р\ лежащую на прямой ѴР, 
где Р — точка окружности, диаметрально противопо¬ 
ложная точке касания с линией горизонта ѵ. Если С !— 
любая точка окружности и прямая Р(2 пересекает 
линию горизонта ѵ в точке /?, то мы знаем, что прямая 
ѴР параллельна прямой Я'(2' и что точка С?' лежит на 
прямой 1/(2. Действуя таким образом, можно постро¬ 
ить любое число точек на параболе — перспективном 
изображении исходной окружности. 

Выбрав образ Р' одной точки на окружности, мы 
получили возможность отказаться от оси проекций, но 
нетрудно проверить, что все пары соответственных 
прямых пересекаются на одной прямой. 

Разумеется, построение можно провести, исполь¬ 
зуя только центр V и ось проекций. Тогда образы всех 
точек окружности мы найдем как точки пересечения 
пар прямых, для чего нам понадобится линейка без 
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делений. Как уже упоминалось, Понселе в своем зна¬ 
менитом трактате о проективной геометрии особо 
подчеркнул роль теоремы Дезарга, поэтому проектив¬ 
ную геометрию часто называют геометрией линейки 
без делений . Казалось бы, не многое можно сделать 
столь примитивным геометрическим инструментом, но, 
как мы сейчас покажем, линейка без делений позво¬ 
ляет решить важную задачу строительного черчения. 

На листе бумаги проведены прямые I и пг, пересе¬ 
кающиеся за его пределами (ограниченность чертеж¬ 
ного листа — источник досадных неприятностей в 
черчении), и задана точка К, не принадлежащая ни 
одной из прямых I и га. Требуется провести через V 
прямую, проходящую через недоступную точку пере¬ 
сечения прямых / и га (рис. 77,а). 

Чтобы пояснить основную идею метода, мы позво¬ 
лим прямым / и га пересечься, как показано, на 
рис. 77,6, но не будем ни разу проводить прямую 
непосредственно через точку пересечения и заданную 
точку V. Прежде всего проведем через точку V пря¬ 
мые, пересекающиеся с заданными прямыми в точках 
А ' и А, В' и В, С и С и т. д. 

Теорема Паппа (см. стр. 216) утверждает, что 
точки пересечения прямых А'В и АВ\ В'С и ВС', С А 
и С А' лежат на одной прямой. Поскольку любая 
прямая однозначно определяется заданием двух то¬ 
чек, мы получим точки, лежащие на одной прямой, 
если найдем точку пересечения, например прямых 
С'О и С/)'. Следовательно, когда мы проводим через 
точку V прямые, пересекающиеся с заданными пря¬ 
мыми / и га, то точки пересечения прямых, соединяю¬ 
щих точки Л, В, С,... с точками Л', В' } С\ ..., распола¬ 
гаются на одной прямой. 

Предположим теперь, что обе наши точки О и О' 
совпадают с точкой пересечения прямых I и га. Тогда 
С'О — это прямая /, СО'— прямая га, и точка пере¬ 
сечения заданных прямых I и га лежит на прямой, 
проходящей через точки пересечения прямых, соеди¬ 
няющих точки Л, В, С, ... с точками Л', В', С', ... . 
Чтобы мы могли как-то отличать эту прямую, назовем 
ее полярой точки V относительно пары прямых I и га. 

Пусть V — точка пересечения прямых Л'В и ЛВ', в 
силу чего точка V принадлежит поляре точки V. Тогда 
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у точки II есть поляра относительно прямых / и т. 
Покажем, что эта прямая проходит через точку V. 
Иначе говоря, если гармоническая поляра точки V 
проходит через точку ІІ У то гармоническая поляра 
точки ІІ проходит через точку V. После того как это 
доказано, чтобы построить прямую, проходящую че¬ 
рез точку V и недоступную точку пересечения прямых 
/ и т, необходимо лишь провести поляру точки ІІ У а 
как справиться с этой задачей, нам известно по по¬ 
строению поляры точки V. 

В том, что поляра точки II проходит через точку V, 
нетрудно убедиться, если переобозначить точки Л, Л' 
В и В' следующим образом: Л—>Л*, В'—►Л*', В-+В* 
п Л'->В*' Наш метод позволяет утверждать, что 
поляра точки V содержит точку пересечения прямых 



230 




V 


Рис. 776. 

Л*В*' и Л*'В*, то есть прямых АА' и ВВ\ а это и есть 
точка V. 

Другой метод построения, основанный на исполь¬ 
зовании теоремы, обратной теореме Дезарга, намечен 
в упражнениях. 

Важность проективной и евклидовой геометрии в 
строительном деле всегда была очевидна, и многие 
выдающиеся французские геометры носили военный 
мундир. Даже на счету у Наполеона имеется 
несколько теорем, носящих его имя. Жирар Дезарг, не 
будучи армейским офицером, принимал деятельное 
участие в возведении фортификационных сооружений 
крепости Ла-Рошель. В 1828 г. Декарт посетил его и 
осмотрел крепость. 

К сожалению, нам придется оставить без доказа¬ 
тельств утверждение о том, что проективная геометрия 
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включает в себя евклидову геометрию, поскольку 
иначе нам понадобились бы такие новые понятия, как 
комплексные числа, двойное отношение и т. д. Понсе- 
ле принадлежит утверждение о том, что все окруж¬ 
ности плоскости пересекают бесконечно удаленную 
прямую плоскости в одной и той оке паре комплексных 
точек. Эти точки принято обозначать «инициалами» / 
и ] и почтительно называть полными именами Исаак и 
Яков (Ізаас апб ЛасоЬ). Затем Лагерр еще в школь¬ 
ные годы доказал, что, зная две точки / и /, можно 
определить евклидов угол между прямыми. Тем са¬ 
мым был открыт путь к доказательству утверждения 
о том, что евклидова геометрия получается из проек¬ 
тивной геометрии, если фиксировать на проективной 
плоскости «специальную » пару (комплексно-сопря¬ 
женных) точек Іи]. 

Наконец, несколько слов следует сказать о том, в 
каком направлении происходило дальнейшее разви¬ 
тие геометрии. Выяснилось, что точками можно назы¬ 
вать элементы неопределяемого множества, а прямы¬ 
ми — некоторые подмножества этого универсального 
множества. (Универсальность в данном случае озна¬ 
чает, что мы не рассматриваем ничего, выходящего за 
пределы этого множества.) Мы говорим, что точка Р 
инцидентна прямой /, если точка Р принадлежит под¬ 
множеству, определяющему прямую /. 

Если «новоиспеченные» точки и прямые удовле¬ 
творяют некоторым аксиомам, то мы получаем стр)К- 
туру, называемую геометрией , и можем применять 
выводы наших умозаключений к любому набору объ¬ 
ектов, которые при надлежащей интерпретации тер¬ 
минов точка, прямая и инцидентность удовлетворяют 
принятым аксиомам. Это весьма отдаленный отзвук 
идей Евклида. 

Рассмотрим следующую задачу. Между двумя ко¬ 
мандами проводится теннисный матч. Каждый игрок 
встречается с одним или с несколькими противника¬ 
ми — членами другой команды. Известно, что: 

1) у любых двух членов одной команды имеется 
ровно один общий противник из другой команды; 

2) никакие два члена одной команды не встреча¬ 
ются со всеми игроками другой команды. 
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Доказать, что у двух игроков, не встречающихся в 
матче друг с другом, число противников одинаково. 
Вывести отсюда, что у любых двух игроков, незави¬ 
симо от того, входят ли они в состав одной или разных 
команд, число противников одинаково. 

Эту задачу можно считать геометрической, если 
членов одной команды назвать точками, а их сопер¬ 
ников из другой команды — прямыми. Мы скажем, 
что точка инцидентна прямой, если два игрока встре¬ 
чаются между собой. Это — дальнейшее расширение 
приведенного выше обобщенного определения геомет¬ 
рии, где все объекты принадлежали одному и тому же 
множеству. 

Нетрудно видегь, что из условия 1 следуют обе 
наши фундаментальные аксиомы проективной геомет¬ 
рии на плоскости: две различные точки определяют 
прямую и притом только одну, которой они обе инци¬ 
дентны; две различные прямые определяют точку и 
притом только одну, которой они обе инцидентны. 
Условие 2 для теннисного матча приводит к суще¬ 
ствованию по крайней мере четырех точек, из которых 
никакие три не лежат на одной прямой! Из этого 
дополнительного свойства точек и прямых, а также из 
двух фундаментальных аксиом следует, что точки и 
прямые удовлетворяют всем требованиям так назы¬ 
ваемой абстрактной проективной геометрии и постав¬ 
ленная задача имеет решение. 

Рассуждения, позволившие нам прийти к такому 
заключению, вряд ли можно назвать простыми. Кро¬ 
ме того, из чертежей, в которых заранее заложено то, 
что требуется доказать, или может содержаться 
ошибка, при доказательстве не следует черпать ин¬ 
формацию. Быть может, читателю удастся решить эту 
задачу другими методами. 


Упражнения 

1. В теореме Паппа речь идет о множествах, содержащих по 
три различные точки, которые принадлежат двум различным пря¬ 
мым. В двойственной теореме речь идет о множествах, содержа¬ 
щих по три различные прямые, которые проходят через две раз¬ 
личные точки. Сформулируйте двойственную теорему и проверьте 
ее утверждение на чертеже. (Проявив некоторую изобретатель¬ 
ность, вы обнаружите в двойственной конфигурации две прямые, 
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каждая из которых содержит по три различные точки, и, приме¬ 
нив теорему Паппа. сможете доказать двойственную теорему.) 

2. Предположим, что вы хотите доказать теорему, обратную 
теореме Дезарга, и что на рис. 72 точки В, М и N шежаіг на 
ной прямой. Требуется доказать, что прямые АА', ВВ' .и СС' про¬ 
ходят через одну точку. Примените теорему Дезарга к треуголь¬ 
никам АМА' а ВЬВ' (Прямые АВ, МВ, и А'В", соединяющие 
соответственные вершины., проходят через точку Л', поэтому тео¬ 
рема Дезарга применима.) Она поможет вам доказать, что пря¬ 
мые АА', ВВ' и СС' проходят через одну точку. 

3. Выбрав пять точек А, В, С, А' и В', воспользуйтесь теоре¬ 
мой Паскаля, чтобы найти точку, в которой црямая, проведен¬ 
ная через точку В, вновь пересекается с коническим сечением, 
проходящим через пять точек. (Теорема Паскаля понадобится 
вам для того, чтобы найти точку С' Варьируя положение прямой, 
проходящей через точку В, вы сможете при помощи линейки без 
делений построить любое число точек конического сечения.) 

4. Решите задачу на построение, приведенную на стр. 229: 
пользуясь теоремой Дезарга, провести прямую через точку V и 
недоступную точку пересечения прямых / и т. [У к а з а н и е. По¬ 
стройте треугольник ѴАВ с вершиной А на прямой I и вершиной 
В на прямой т. Пусть ВМЫ — любая подходящая «прямая, «пере¬ 
секающаяся со стороной АВ в точке В, со стороной ѴВ в точке М 
и со стороной ѴА в точке N. Постройте треугольник Ѵ'А'В' с вер¬ 
шиной А' на прямой /, стороной А'Ѵ', проходящей через точку А г , 
вершиной В на прямой т, прямой А'В, проходящей через вер¬ 
шину В' (этим условием и определяется вершина В') и, наконец, 
стороной В'Ѵ', проходящей через точку М (тем самым вершина 

V определяется как точка пересечения прямых Д'УѴ и В'М). Тре¬ 
угольники ѴАВ и Ѵ'А'В' удовлетворяют всем условиям теоремы, 
обратной теореме Дезарга, поэтому прямые ѴѴ', АЛ' и ВВ' про¬ 
ходят через одну точку. Но это и есть точка пересечения пря¬ 
мых I и т] 

5. На конфигурации, о которой говорится в теореме Дезарга 
(рис. 72), имеется 10 точек и 10 прямых. Каждая прямая содер¬ 
жит по 3 точки, и через каждую точку проходят по 3 прямые. 
Треугольники АВС и А'В'С' находятся в перспективе из точки 

V — центра перспективы, и прямая ^МN — ось перспективы. До¬ 
кажите, что любую из 10 точек конфигурации можно выбрать за 
центр перспективы, а 6 из 9 остальных точек окажутся верши¬ 
нами двух треугольников, находящимися в перспективе из вы¬ 
бранной точки, причем ось перспективы образуют 3 (разумеется, 
коллинеарные) точки конфигурации. Например, если за центр 
перспективы выбрана точка N, то в перспективе находятся тре¬ 
угольники ВВВ' и АМА', а осью перспективы служит прямая 
С'ѴС. Воспроизведите конфигурацию в десятикратном увеличении 
на листе бумаги и начертите разноцветными карандашами пары 
треугольников, находящихся в перспективе из различных центров. 
Надеемся, что орнамент, который вы получите, вам понравится. 



Глава 8 


Кривые 


Кривые имеют богатую историю, и настоящая гла¬ 
ва посвящена некоторым из них. Сначала мы встре¬ 
тимся с окружностями, затем перейдем к коническим 
сечениям, а от них — к краткому (по необходимости) 
обзору этих изящных порождений человеческого ра¬ 
зума. Прямая и окружности (или достаточно хорошие 
приближения к ним) встречаются в природе. То же, 
как мы увидим в конце настоящей главы, можно 
сказать и о спиралях. Если уже созданы сферы, то 
отбрасываемые ими тени имеют очертания конических 
сечений, поэтому и учение о конических сечениях 
можно считать вполне естественным. Но древние гре¬ 
ки изобрели кривые и других типов. 

Начнем с окружности. Она идет первой, так как ее 
математическое определение отличается особенной 
простотой. Перечисляя некоторые свойства окружно¬ 
сти, мы одновременно подготовим методы, которые 
окажутся полезными при рассмотрении других кри¬ 
вых. 

Если О — центр данной окружности, Р — точка на 
ней, то прямая, проходящая через точку Р под пря¬ 
мым углом к радиусу ОР, не пересекается с окружно¬ 
стью ни в одной другой точке, она называется каса¬ 
тельной к окружности в точке Р (рис. 78). Докажем 
наше утверждение от противного. Предположим, что 
эта прямая пересекается с окружностью в некоторой 
точке (%ФР. Так как ОР = 00, то углы ОР(}п 0()Р 
равны, а поскольку угол ОРС} по предположению 
прямой, то угол ООР также прямой. Но сумма углов 
треугольника ОРС} равна двум прямым, поэтому угол 
РОС} может быть только равен нулю. Следовательно, 
от предположения о том, что прямая пересекается с 
окружностью в точке С) ф Р, необходимо отказаться, 
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к 1 


Рис. 78. 


(В упражнении 8 к главе б читателю была предостав¬ 
лена возможность доказать обратную теорему.) 

Окружность — единственная кривая, для которой 
касательная в любой точке Я перпендикулярна отрез¬ 
ку ОР, где О — некоторая неподвижная точка. Чтобы 
распространить понятие касательной на другие кри¬ 
вые помимо окружности, выберем вблизи точки Р на 
окружности точку Р' и рассмотрим хорду, то есть 
прямую РР'. Когда точка Р' движется по окружности 
к точке Я, хорда РР' меняет положение и в пределе 
становится касательной к окружности в точке Я. Та- 
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к ое более общее определение касательной позволяет и 
для большинства кривые говорить о касательной, 
проведенной к кривой в заданной точке Р. 

Нам уже приходилось пользоваться одной или 
двумя теоремами об окружностях. Общий ход дока¬ 
зательства этих теорем мы наметили в упражнениях. 
Поскольку эти теоремы весьма замечательны во мно¬ 
гих отношениях, мы еще раз продемонстрируем их на 
примерах. Если Р и Р' — две различные точки ок¬ 
ружности с центром в точке О, то существуют две дуги 
окружности, концами которых служат точки Р и Р' 
(рис. 78). Если Л—точка, движущаяся по одной из 
этих дуг, то угол РОР' вдвое больше угла РРР' и 
поэтому угол РРР / остается постоянным до тех пор, 
пока точка Р не перейдет на другую дугу. Если же 
точка Р движется по другой дуге, то постоянным 
остается угол РРР' и сумма углов РРР' и РР'Р' 
всегда равна двум прямым. 

Разумеется, существует и множество других тео¬ 
рем об окружностях. Одни из них встречаются еще у 
Евклида, другие имеют сравнительно недавнее проис¬ 
хождение. Некоторые математики (в том числе и ав¬ 
тор) посвятили окружностям целые книги, но мы ог¬ 
раничимся лишь теми теоремами, которые успели 
привести. 

Заметим, что если к окружности проведены две 
касательные в точках Р и Р\ пересекающиеся в точке 
Т (рис. 79), то, удерживая на месте точку Р и 
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заставляя точку Р' двигаться по окружности к точкаі 
Р у мы увидим, что точка Т устремляется к точке Р —■ 
общей точке, неподвижной касательной и окружно¬ 
сти. 

Этим свойством облагают касательные ко всем 
кривым, с которыми нам предстоит познакомиться. 
Один из подходов к некоторым типам кривых заклю¬ 
чается в том, чтобы рассматривать кривые как огиба¬ 
ющие касательных. Вероятно, наиболее простую 
огибающую вычерчивает семейство прямых, находя¬ 
щихся на заданном расстоянии от заданной точки О 
(рис. 80). Эти прямые огибают окружность с центром 
в точке О, и если провести достаточно много прямых, 
то можно увидеть кривую, которой они касаются: точ¬ 
ки кривой возникают от пересечения близких друг к 
другу касательных. Мы будем называть такие каса¬ 
тельные смежными, и нам вовсе не нужно тревожить 
тень епископа Беркли, с таким презрением отзывав¬ 
шегося об использовании Ньютоном бесконечно ма¬ 
лых, чтобы признать очевидную истину: наше словоу¬ 
потребление далеко от идеала математической стро¬ 
гости. Тем не менее мы надеемся, что читатель; 
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понимает смысл производимых нами операций, а это 
главное. 

В дальнейшем семейства окружностей еще пона¬ 
добятся нам для построения огибающих, а пока мы 
оставим окружности и займемся изучением кониче¬ 
ских сеченый. Впервые эти кривые возникли в связи с 
задачей об удвоении куба (см. гл. 1). Греческие ма¬ 
тематики свели задачу об отыскании корня уравнения 
а = 2х 3 , который позволил бы им построить кубиче¬ 
ский алтарь вдвое большего объема, чем исходный 
куб, к задаче о нахождении двух чисел х и у, заклю¬ 
ченных между заданными числами а и Ь и таких, что х 
есть среднее пропорциональное между а и у, а у есть 
среднее пропорциональное между х и Ь (задача о 
двух средних геометрических). 

Это означает, что числа х и у должны удовлетво¬ 
рять соотношениям 

а! х = х/у = у/Ь . 

Перемножив все три равные дроби, получим 
(а/х) 3 = (а/х) (х/у) (у/Ь) = а/Ь , 
откуда при а — 2Ь следует, что 

а 3 = 2л; 3 . 

С другой стороны, выбрав все возможные пары 
равных дробей, мы придем к соотношениям 

х 2 — ау> у 2 = Ьх и ху = аЬ. 

Решив любые два из них, мы найдем (при заданных а 
и Ь) числа х и у, которые будут искомыми средними 
геометрическими. 

Если эти соотношения рассматривать как уравне¬ 
ния кривых у то получаются две параболы и одна рав¬ 
нобочная гипербола. Поэтому принято считать, что 
решение задачи об удвоении куба послужило началом 
исследования конических сечений. 

Название «конические сечения» очень подходит 
этому классу кривых, поскольку эти кривые можно 
получать как сечения прямого круговогожонуса. Тень, 
отбрасываемая резиновым мячом, при освещении под 
разными углами также принимает форму конических 
сечений. Для древних греков три типа конических 
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Гипербола 


Рис. 81. 

сечений — эллипс, парабола и гипербола — возникали 
при сечении плоскостью, перпендикулярной образую¬ 
щей, трех типов прямых круговых конусов. Если угол 
при вершине конуса острый (рис. 81), то в сечении 
получался эллипс. Если угол при вершине конуса 
прямой, то сечение имело форму параболы. Если же 
угол при вершине конуса тупой, то возникала одна 
ветвь гиперболы. 

Прошло немало времени, прежде чем люди осоз¬ 
нали, что три типа конических сечений можно полу¬ 
чать, проводя различные сечения одного и того же 
прямого кругового конуса, и что гипербола имеет две 
ветви, которые можно получить, если считать, что 
конус не заканчивается в вершине, а простирается за 
нее. 

Обширный трактат о конических сечениях оставил 
нам Аполлоний Пергский (около 247—222 гг. до н. э.) 
В своем труде он показал, что эллипс, парабола и 
гипербола возникают при сечении плоскостью не 
только прямого кругового конуса. Иначе говоря, если 
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любую точку V соединить прямыми с точками окруж¬ 
ности (точка V не лежит в плоскости окружности), то 
при надлежащем выборе плоскостей полученный ко¬ 
нус порождает все типы конических сечений. 

Теория конических сечений стала неотъемлемой 
частью нашей культуры после того, как Кеплер от¬ 
крыл, что планета Марс обращается вокруг Солнца по 
эллипсу, в одном из фокусов которого находится 
Солнце. Когда Исаак Ньютон, пользуясь чисто гео¬ 
метрическими методами, показал в «Математических 
началах натуральной философии», что открытие Кеп¬ 
лера можно было бы вывести как математическое 
следствие из закона всемирного тяготения (сила при¬ 
тяжения между двумя телами обратно пропорцио¬ 
нальна квадрату расстояния между ними*), были 
сделаны первые гигантские шаги, проложившие чело¬ 
вечеству путь на Луну. 

Каждый из типов конических сечений можно вве¬ 
сти как огибающую некоторого семейства прямых 
Начнем с параболы. 

Начертим прямую / и, выбрав точку 5, не лежа¬ 
щую на этой прямой, начнем проводить из точек Р па 
прямой I прямые перпендикулярные отрезку Р5 
(рис. 82). Построив достаточно много прямых /, мы 
заметим, что они огибают некоторую кривую, симмет¬ 
ричную относительно перпендикуляра 5Л, опущенного 
из точки 5 на прямую /. Сама прямая / также касается 
этой кривой (когда точка Р совпадает с точкой А). 
Кривая простирается до бесконечности в каждой из 
двух полуплоскостей, на которые делит всю плоскость 
прямая А5. Когда точка Р, двигаясь по прямой / в обе 
стороны, устремляется в бесконечность, касательные к 
кривой в своем предельном положении становятся 
параллельны (почти) прямой АЗ. 

Эта кривая представляет собой параболу. Прямая 
/15 называется осью параболы, а точка 5 — ее фоку¬ 
сом. 

При построении касательных к параболе, а также, 
как мы увидим, к эллипсу и гиперболе удобно 


* В действительности Ньютон из известных ему законов Кеп¬ 
лера вывел характер зависимости гравитационных сил от рас¬ 
стояния, то есть закон всемирного тяготения. — Прим, ред . 
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Рис. 82, 



пользоваться деревянным или пластмассовым прямо¬ 
угольным треугольником. Такой треугольник называет¬ 
ся угольником (английское а зеі-зфіаге). И если в 
магазинах можно купить лекала для вычерчивания 
эллипсов, то лекал для вычерчивания парабол и ги¬ 
пербол в продаже обычно не бывает. 

Другой способ построения конических сечений как 
огибающих семейства прямых заключается в том, что 
прямые не проводятся на бумаге, а получаются как 
линии сгиба. Проведите на листе бумаги прямую т и 
выоерите точку 5, не лежащую на прямой т. Затем 
согните лист так, чтобы прямая т прошла через точку 
5, и тщательно разгладьте линию сгиба. После того 
как^ вы проделаете эту операцию несколько раз, линии 
сгиба образуют сетку, которая видна на рис. 82. 
Между построением параболы при помощи угольника 
и складыванием листа бумаги существует простая 
связь. 

Показанный на рис. 82 способ построения парабо¬ 
лы, рассматриваемой как множество точек, позволяет 
получить фундаментальное свойство параболы. Пусть 
Я точка пересечения касательных, проведенных к 
параболе из точке Р и (2 прямой /. Тогда точки Р, (?,/? 
и 5 лежат на одной окружности, поскольку отрезок 
Р5 виден из точек Р и С} под одним и тем же углом, в 
данном случае прямым. Согласно нашей второй тео¬ 
реме об окружности углы (2/?'5 и С}РЗ в сумме дают 
два прямых угла, а поскольку углы <ЗЯ5 и ЛЯ5 в 
сумме составляют развернутый угол, также рав¬ 
ный двум прямым углам, то угол АРЗ равен 
углу (ЭР5. 

Пусть точка Р неподвижна, а точка С? движется к 
Р по прямой /. Тогда точка пересечения двух каса¬ 
тельных Я движется к точке Т касания прямой, про¬ 
веденной через точку Р, с параболой. Тем самым мы 
доказали теорему, изображенную на рис. 83: угол 
АРЗ равен углу РТЗ. 

В треугольнике ЗРЬ , где Ь — точка пересечения 
касательной РТ и оси, рассмотрим два прямых угла, 
Один из них — угол ЬРЗ , другой — угол РАЗ. Псѵ 
скольку сумма углов треугольника равна двум пря¬ 
мым, то А-АР5 + /.РЗА=1_РЗА+ ААЬР \ п ^ оэ . 
тому угол АРЗ равен углу АЬР % 
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Рис. 83. 


Проведем через точку Т прямую, параллельную 
оси 5А. По свойствам параллельных прямых (см. гл. 6) 
угол ѴТМ равен углу АІР. Следовательно, 
/-А1Р = /_АРЗ = /.РТЗ — /_ѴТМ. Равенство 

/_РТЗ—ЛѴТМ выражает одно из фундаменталь¬ 
ных свойств параболы: если посеребрить параболу и 
поместить в точку 5 источник света, то любой луч 
света, выходящий из точки 5, после отражения от 
параболического зеркала становится параллельным 
оси параболы. 

Аналогичное утверждение, как показано на 
стр. 168, справедливо лишь для малого участка во¬ 
гнутого сферического зеркала. Что же касается пара¬ 
болических зеркал, то они используются в прожекто¬ 
рах, фарах автомашин и, разумеется, антеннах 
радиолокаторов, поскольку пучок лучей или волн, па¬ 
раллельных оси параболического зеркала (или ан¬ 
тенны) после отражения собирается в фокусе 5 *. 


* В «Руководстве к измерению» Дюрер приводит набросок 
параболического зажигательного зеркала, на котором показано, 
что лучи, параллельные оси, собираются в фокусе. 
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Наконец, если А —середина отрезка 5А\ то пря¬ 
мая, проходящая через точку А' под прямым углом к 
оси параболы, играет важную роль. Она называется 
директрисой параболы. Если N — основание перпен¬ 
дикуляра, опущенного из точки Т на директрису, то, 
как нетрудно доказать, 57 = 7ЛЛ Это равенство дает 
нам знаменитый метод построения параболы как гео¬ 
метрического места точек, расстояние от которых до 
заданной точки (фокуса) равно расстоянию до за¬ 
данной прямой (директрисы). 

Когда мы строили параболу как огибающую линий 
сгибов, то ее директрисой была прямая т. Определе¬ 
ние параболы как геометрического места точек, рав¬ 
ноудаленных от фокуса и директрисы, позволяет 
практически осуществить построение параболы при 
помощи булавки, нитки и т. п. Мы предоставляем 
читателю самостоятельно выбрать конкретные де¬ 
тали. 

Подобно окружности, парабола представляет со¬ 
бой кривую неизменной формы, а размеры ее зависят 
от значений одного параметра (одной переменной), за 
который обычно принимают расстояние ЗА. 

Камень, брошенный под углом к горизонту (не 
вертикально вверх), при пренебрежимо малом сопро¬ 
тивлении воздуха опишет траекторию, имеющую вид 
параболы с вертикальной осью. Длина отрезка 5.4 в 
этом случае пропорциональна горизонтальной состав¬ 
ляющей начальной скорости камня. Высота директри¬ 
сы над точкой, откуда выпущен камень, равна высоте, 
свободно падая с которой камень к моменту 
Достижения земли приобрел бы начальную скорость 
(хотя камень был брошен под углом к горизонту, 
отличным от прямого). 

Предположим теперь, что у нас есть фонтан, испу¬ 
скающий несколько струй, причем в каждой струе 
начальная скорость воды одинакова. Мы увидим 
несколько парабол, у которых имеется огибающая. 
Эта огибающая также имеет форму параболы с фоку¬ 
сом в общей точке всех водяных парабол, а касатель¬ 
ная, проведенная в вершине огибающей, служит 
общей директрисой всех струй. Такой фонтан — по¬ 
истине поучительное зрелище, но в современных фон¬ 
танах обычно бывает лишь одна струя, бесцельно 
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извергающая воду и осыпающая все вокруг мелкими 
брызгами. 

Доказательство теоремы об огибающей непосред¬ 
ственно следует из уже доказанных теорем. Его ос¬ 
новная идея ясна из рис. 84. 

Более далекое от эстетических задач приложение 
теорема об огибающей семейства парабол находит в 
так называемой внешней баллистике. При данной на¬ 
чальной скорости снаряда из артиллерийского орудия 
невозможно попасть в точку, лежащую за описанной 
выше огибающей параболой в любой вертикальной 
плоскости, проходящей через ствол орудия. Для про¬ 
тивника эта огибающая служит параболой безопас¬ 
ности. Нетрудно показать, что при стрельбе на на¬ 
клонной плоскости с заданной начальной скоростью 
снаряда максимальная дальность выстрела достига¬ 
ется в том случае, если ось ствола направлена по 
биссектрисе угла, образуемого вертикалью, проходя¬ 
щей через точку О, в которой установлено орудие, и 
наклонной плоскостью. В частности, если стоя на го- 
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ризонтальной площадке, вы захотите забросить мяч 
как можно дальше, то постарайтесь бросить его под 
углом в 45° к горизонтали. 

Обратимся теперь к эллипсу и покажем, что и эту 
кривую можно построить как огибающую некоторого 
семейства прямых. Проведем окружность с центром в 
точке С и выберем точку 5 внутри ее (рис. 85). Со¬ 
единим точку 5 отрезком прямой с любой точкой С } 
окружности и проведем через точку С} прямую, пер¬ 
пендикулярную отрезку 5(2. И в этом случае нам 
поможет угольник. Совокупность всех таких прямых 
огибает эллипс. 

Некоторые свойства эллипса можно установить 
довольно просто. Пусть К — точка, в которой прямая, 
проходящая через точку С} перпендикулярно отрезку 
(25, вторично пересекает окружность. Проведем через 
точку 7? прямую, перпендикулярную отрезку КС}. Эта 


ѵѵ 



Рис. 85, 
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прямая пересекает прямую 5С в точке 5', такой, что 
5С = С5', поэтому точка $' остается неподвижной, 
когда точка С} двигается по окружности. 

Повторим теперь те построения, которые мы про¬ 
водили при рассмотрении параболы. Пусть С У — точка 
окружности, расположенная достаточно близко от 
точки (3. Нетрудно видеть, что перпендикул-яр, вос¬ 
ставленный из точки С}' к отрезку 5(2',— еще одна 
касательная к эллипсу. Пусть Т — точка пересечения 
касательных к эллипсу, проведенных из точек (2 и (2'. 
Тогда точки 5, (2, <2' и Т лежат на одной окружности, 
и поэтому угол 0С}3 равен 5ТС}'. 

Когда точка (2' стремится к точке С2, прямая (2<2' 
переходит в касательную к окружности в точке 0, а 
точка Т стремится к точке Р касания прямой с 
эллипсом. Итак, углы, отмеченные на рис. 86, равны. 
Поскольку все рассуждение можно повторить, выбрав 
вместо точки 5 точку 5', а углы 1 ѴС}Р и ѴРРР равны, то 
мы приходим к следующей теореме: если 5 и 5' — два 
фокуса эллипса, а Р — любая его точка, то углы меж¬ 
ду касательной к эллипсу в точке Р и прямыми 5Р и 
8'Р равны. 


гѵ 
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Если бы у нас было эллиптическое зеркало, то луч 
света, выходящий из фокуса 5, после отражения по¬ 
пал бы в фокус 5'. Существуют эллиптические биль¬ 
ярдные столы, на которых шар, пущенный из одного 
фокуса, проходит через другой, хотя закон отражения 
шаров не вполне точно совпадает с законом отраже¬ 
ния лучей света. 

Если оставить неподвижной точку 5 и начать дви¬ 
гать центр окружности С в бесконечность, то эллипс 
будет становиться все более и более похожим на 
параболу с фокусом в точке 5, и лучи света, отража¬ 
ясь в точке Р, в конце концов станут параллельными 
оси. 

Нетрудно доказать, что $Р + 5'Р — АА\ а это 
позволяет предложить практически способ построения 
эллипса при помощи двух булавок и нити (рис. 87): 
булавки нужно укрепить в фокусах 5 и 5'. Форма 
эллипса не постоянна, и если мы вздумаем строить 
эллипсы по методу огибающей при помощи одной и 
той же окружности, то все будет зависеть от выбора 
точки 5. Чем ближе точка 5 к центру окружности С, 
тем более круглым получится эллипс. Если за точку 5 
выбрать центр окружности С, то 5'= 5 и огибающая 
совпадет с заданной окружностью. 

Если точку 5 выбрать вблизи точки /1, то эллипс 
получится сильно вытянутым. При достаточно малом 
расстоянии между точками 8 и А эллипс будет напо¬ 
минать отрезок Прямой АА . 

О форме эллипса судят по величине отношения, 
называемого эксцентриситетом. Это — отношение 
длин отрезков С8 и СА. Если положить СА — а, то 
С5 = ае , и величина е — эксцентриситет эллипса — 
всегда меньше 1. При е ~ 0 эллипс вырождается в 
окружность. Помимо прямой АА\ эллипс обладает 
еще одной очевидной осью симметрии: прямой, прохо¬ 
дящей через точку С перпендикулярно к оси АА'. 
Пусть В — точка пересечения второй оси симметрии с 
эллипсом и СВ = Ь — малая полуось эллипса. Тогда 
а и Ь связаны между собой соотношением Ь 2 = 
— а 2 { \ -е 2 ). 

Планеты обращаются по эллипсам с малыми 
эксцентриситетами, в одном из фокусов которых на¬ 
ходится Солнце,. 
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Рис. 87. 


Как и параболу, эллипс можно построить, задав 
его фокусы и директрисы. Проведем прямою, перпен¬ 
дикулярную большой оси АА' и проходящую через 
точку Л/, такую, что СЛ/ = а/е. Эта прямая — директ¬ 
риса, соответствующая тому из двух фокусов эллипса, 
который расположен по одну сторону с ней от центра 
С. Для любой точки эллипса выполняется соотноше¬ 
ние расстояние до фокуса : расстояние до соответ¬ 
ствующей директрисы = е. Из этого свойства нетруд¬ 
но вывести теорему: 5Р + З'Р = 2а. 

Эллипс как огибающую семейства прямых можно 
получить, перегибая лист бумаги. Проведем окруж¬ 
ность с центром в точке С и выберем внутри окруж¬ 
ности точку 5, отличную от С. Будем перегибать лист 
бумаги так, чтобы каждый раз одна из точек окруж¬ 
ности оказалась совмещенной с точкой 5. Полученный 
эллипс по форме будет таким же, как и построенный 
предыдущим методом, но при помощи окружности 
вдвое меньшего радиуса с центром в точке С\ где 
С'— середина отрезка 8С (рис. 88). Если Р — осно¬ 
вание перпендикуляра, опущенного из точки 5 на 
линию сгиба, то, как нетрудно доказать, геометриче¬ 
ским местом точек Р является окружность с центром 
в точке С' и радиусом, вдвое меньшим, чем радиус 
исходной окружности. Действительно, если мы умень¬ 
шим вдвое исходную окружность, на которой отмече¬ 
ны все точки и прямые, упоминавшиеся выше, то 
получим окружность с центром в точке С' и ту же 
точку 5, так как ЗС = 23С / . При этом форма эллипса, 
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построенного как огибающая линий сгибов, останется 
прежней, хотя размеры эллипса уменьшатся вдвое. 

Последний тип конических сечений, как и следова¬ 
ло ожидать, мы получим, если проведем окружность с 
центром в точке С, выберем точку 5 вне ее, соединим 
точку 5 с точками на окружности и восставим 
перпендикуляры к отрезкам 5(2 из точек <2 (рис. 89). 

Огибающая в этом случае заметно отличается от 
огибающих в двух предыдущих случаях. Она распа¬ 
дается на две кривые, или ветви, вместе составляющие 
одну гиперболу. 

Проведя из точки 5 две касательные 5М и 5 N к 
окружности, мы заметим, что точки, принадлежащие 
дуге ММ окружности, обращенной выпуклостью к 
точке 5, порождают касательные к одной ветви ги¬ 
перболы, а точки другой дуги ММ окружности, обра¬ 
щенной выпуклостью от точки 5, порождают каса¬ 
тельные к другой ветви гиперболы. 

Касательные к гиперболе в точках М иМ проходят 
через центр окружности С, так как касательная 5М 
перпендикулярна радиусу СМ, а касательная 5 іѴ — 
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Рис. 89. 


радиусу С А/. Эти особые касательные к гиперболе 
называются асимптотами. Когда точка, двигаясь по 
гиперболе, устремляется в бесконечность, она все бо¬ 
лее приближается к асимптоте, и поэтому асимптоты 
можно считать касательными в бесконечности. Если 
асимптоты расположены под прямым углом, то ги¬ 
пербола называется равнобочной. 

У гиперболы, помимо фокуса 5, имеется еще один 
фокус 5' и мы без труда получаем теорему, аналогич- 
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ную приведенной выше для эллипса. Если Р — точка 
гиперболы (рис. 90), то касательная к гиперболе в 


точке Р совпадает с биссектрисой угла между отрез - 
ками 8Р и 5'Р, соединяющими точку Р с фокусами 
5 и 5'. 


Существует еще одна теорема, аналогичная теоре¬ 
ме о том, что сумма расстояний от любой точки эл¬ 
липса до его фокусов постоянна. В случае гиперболы 
постоянна не сумма, а разность расстояний от любой 
ее точки до фокусов. Если точка Р выбрана так, как 
показано на рис. 90, то, пока точка Р остается на той 
же ветви гиперболы, постоянна разность З'Р — ЗР. 
Если же точка Р лежит на другой ветви, то постоянна 
разность 8Р — З'Р. В обоих случаях разности равны 
длине отрезка АА\ 

Для гиперболы СЗ = еСА у где е>1 и каждому 
фокусу соответствует директриса, проходящая на 
расстоянии СА/е от центра С. Гиперболу можно по¬ 


строить и как геометрическое место точек, расстояние 
от которых до выбранной точки равно расстоянию до 
выбранной прямой, умноженному на е } где е> \. 

Мы видим, что определение конических сечений 
при помощи фокусов и директрис позволяет дать 



Рис. 90. 
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единообразное описание всех трех типов кривых, а 
изменение значений эксцентриситета от е < '1 через 
е=1 к е > 1 приводит к изменению типа'конического 
сечения от эллипса через параболу к гиперболе. 

В классическом труде Аполлония о конических се¬ 
чениях, о котором мы уже говорили, вы не встретите 
упоминания о фокусе параболы, хотя Аполлоний до¬ 
казывает теоремы о фокусах эллипса и гиперболы. 
Не содержится в сочинении Аполлония никаких све¬ 
дений и о свойствах конических сечении, связанных 
с фокусами и директрисами. Эту группу свойств 
впервые рассмотрел Папп Александрийский (около 
300 т.). 

Гиперболу также можно построить, складывая со¬ 
ответствующим образом лист бумаги, но мьгне будем 
останавливаться на этом, поскольку читатель без тру¬ 
ди восстановит все интересующие его детали. 

Свой экскурс в теорию конических сечений мы за¬ 
вершим, вновь обратившись к предложенному Дюре¬ 
ром методу вычерчивания сечений прямого кругового 
конуса. Сущность метода ясна из рис. 14. Дюрер на¬ 
чинает с точки А' и движется вдоль большой оси 
сечения, делая шаги равной длины. Предположим, 
что мы хотим узнать ширину (точнее — полушири¬ 
ну.— Ред.) МС} сечения в точке М , имея в своем 
распоряжении лишь осевое сечение конуса, то есть его 
сечение плоскостью, проходящей через вершину V и 
ось конуса и содержащей точки А и А' конического 
сечения (в нашем случае — эллипса) (рис. 91). 

Если через точку М провести плоскость, перпенди¬ 
кулярную оси конуса, то эта плоскость пересечет по¬ 
верхность конуса по окружности, проходящей через 
точки Р и С }. Для того чтобы найти диаметр окружно¬ 
сти, достаточно провести в плоскости ѴАА' прямую, 
проходящую через точку М и перпендикулярную оси 
конуса. Эта прямая пересекает образующие ѴА и ѴА' 
конуса в диаметрально противоположных точках Р и 
5 окружности (см. рис. 91). На круговом поперечном 
сечении конуса отрезок РМС} является хордой , прохо¬ 
дящей через точку М перпендикулярно горизонталь¬ 
ному диаметру Р8 окружности, и поскольку диаметр 

нам известен, длину отрезка МС? нетрудно найти 
прямо по чертежу. 
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V 



Дюрер откладывает большую ось сечения по вер¬ 
тикали рядом с продольным сечением конуса и отме¬ 
чает ширины МС? по мере того, как находит их, хотя 
это построение и не показано на его чертеже (рис. 14), 
Некоторые комментаторы совершенно исказили смысл 
этого построения Дюрера. В действительности же 
Дюрер здесь пользовался методом, с помощью кото¬ 
рого Аполлоний доказал, что плоские сечения круго¬ 
вого конуса имеют форму эллипсов, парабол или ги¬ 
пербол. 

На практике построение конических сечений по 
методу Дюрера не слишком просто: даже небольшая 
ошибка при проведении прямой или окружности при¬ 
водит к искажению формы сечения, над которым так 
потешался Кеплер: к яйцеобразному овалу* С другой 
стороны, Дюрер> предпочитал» называть кривую не ла¬ 
тинским термином Еііртз (еллипс), а им* самим при¬ 
думанным немецким словом Еіегііпіе (яйцевидная 
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кривая), поскольку, по его словам, «она, несомненно, 
напоминает яйцо». 

В своей великолепной книге о Дюрере Эрвин Па- 
нофский говорит следующее: 

«Несмотря на всю незавершенность, этот ме¬ 
тод, который в отличие от описательного можно 
назвать производящим, в известном смысле пред¬ 
восхищает метод аналитической геометрии. Он не 
укрылся от внимания Кеплера, исправившего 
единственную ошибку, допущенную Дюрером при 
анализе» *. 

Как всякий школьник, замечает далее Панофский, 
Дюрер считал, что плоское сечение прямого кругового 
конуса должно быть шире там, где плоскость сечения 
пересекает более широкую часть конуса. 

Трудно понять, почему метод Дюрера, теоретиче¬ 
ски точный, назван несовершенным. Разумеется, с чи¬ 
сто теоретической точки зрения любой чертеж несо¬ 
вершенен. Как мы уже отмечали, Дюрер неукосни¬ 
тельно следует Аполлонию, который доказал, что три 
типа сечений кругового конуса можно определить 
следующим образом (рис. 92). 

Эллипс: если точки А и А' фиксированы, а Р- 
произвольная точка кривой и РМ — перпендикуляр, 
опущенный из Р на АА', то 

РМ 2 = кАМ • МА', 

где к — положительная постоянная** (при к = 1 эл¬ 
липс вырождается в окружность ). 

Гипербола: то же соотношение, что и для эл¬ 
липса, но с отрицательной постоянной к. 

Парабол а: если А — фиксированная точка, а 
АХ — фиксированная прямая и РМ — перпендикуляр, 
опущенный из точки Р кривой на АХ, то 

РМ 2 = кАМ, 

где к — некоторая постоянная. 

* Рапоізку Е. ТЬе Ьііе апсі Агі о! АІЬгесЫ Эйгег. — Ргіпсе- 
іоп Ііпіѵегзііу Ргезз, 1943 р. 225. 

** Здесь имеется в виду, что отрезки АМ и МА' являются 
направленными, в соответствии с чем произведение АМ • 
• МА' считается положительным, если направления этих отрезков 
(от А к М, соответственно от М кА') совпадают, и отрицатель* 
ным в противном случае. — Прим. ред. 
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Рис. 92. 

Сегодня мы понимаем, что в этих исследованиях 
Аполлония о конических сечениях таилась аналитиче¬ 
ская геометрия Декарта! 

Насколько известно, методы Дюрера никогда не 
излагались в распространенных английских учебни¬ 
ках геометрии, но мне говорили, что их можно найти в 
некоторых немецких учебных пособиях. Воспользуем¬ 
ся методом Дюрера и построим параболическое сече¬ 
ние прямого кругового конуса, а заодно выведем его 
уравнение — соотношение между длиной отрезка 
А'М и длиной отрезка МС ?. 

Чтобы упростить вычисления, выберем конус, осе¬ 
вое сечение которого представляет собой равносторон¬ 
ний треугольник, то есть половина угла при вершине 
этого сечения равна 30° (рис. 93). Если мы хотим по¬ 
лучить параболу, то плоскость сечения должна быть 
параллельна образующей конуса. Предположим, что 
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точка А' удалена от вершины V конуса на расстояние? 
а. Ширину параболического сечения в точке М, отстоя¬ 
щей на расстоянии х от точки А', найдем, проведя 
через точку М перпендикуляр к оси изображенного на 
рис. 93 осевого сечения конуса, пересекающий образую¬ 
щие конуса в точках Я и 5. Начертим окружность с 
диаметром Р5 и, отметив на диаметре точку М, прове¬ 
дем хорду ОМР, перпендикулярную диаметру /?3. 

Длина отрезка ЛК? = у совладает с шириной па¬ 
раболы в точке М ее оси. Так как угол 5КР равен 60°, 
то треугольник МЯА' равносторонний и МЯ = 
= МА' = х. Кроме того, 8М — ѴА' = а, поскольку 
треугольник 5ѴЯ также равносторонний. По теореме 
из геометрии окружности, которой мы уже неодно¬ 
кратно пользовались, МЗ./МЯ — МО 2 , или ах = у 2 < 
Это — хорошо известное уравнение параболы, 
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На рис. 94 показано построение гиперболического 
сечения по методу Дюрера, но вычислены лишь точки 
на одной ветви гиперболы. 

Переход от конических сечений к эпициклам мо¬ 
жет показаться несколько странным, но с тех пор, как 
Кеплер путем необычайно трудоемких вычислений по¬ 
казал, что орбита планеты Марс имеет форму эллипса 
с небольшим эксцентриситетом и Солнцем в одном из 
фокусов, конические сечения заняли в астрономии ве¬ 
дущее положение, которое до того принадлежало эпи¬ 
циклам. На протяжении тысячелетий окружность 
считалась совершеннейшей из всех кривых, поэтому, 



ни у кого не вызывало сомнений, что планеты дви¬ 
жутся в небесах по круговым орбитам. Когда же 
астрономические наблюдения выявили несоответствие 
этих представлений небесным явлениям, были изоб¬ 
ретены эпициклы — окружности, движущиеся по ок¬ 
ружностям. 

Если говорить точнее, то идея введения эпициклов 
сводится к следующему. Пусть точка (2 описывает 
окружность с центром в точке О и радиусом а 
(рис. 95), а точка Р в то же самое время описывает 
окружность с центром и радиусом Ь . Предположим, 
что точка С} движется по своей окружности равно¬ 
мерно и наблюдателю, переносящемуся вместе с 
точкой Р, кажется, будто точка Р движется по 
окружности с центром в точке также равномерно. 
Тогда траектория, описываемая на плоскости точкой 
Р, называется эпициклом . Движение может стать бо¬ 
лее сложным, если представить, что имеется еще одна 
точка /?, равномерно движущаяся по окружности с 
центром в точке Р и радиусом с . 

Всякий раз, когда обнаруживалось несовершен¬ 
ство одной комбинации эпициклов, «дабы спасти яв¬ 
ления », изобретались новые, все более сложные на¬ 
громождения эпициклов, позволяющие получить кри¬ 
вую, достаточно точно передающую особенности дви¬ 
жения планет. Открытие Кеплера значительно упро¬ 
стило картину движения планет. Как уже говорилось, 



Ныотон увенчал открытие Кеплера, доказав, что так 
называемый первый закон Кеплера (планеты дви¬ 
жутся по эллиптическим орбитам, в одном из фоку¬ 
сов которых находится Солнце) с необходимостью 
следует из гипотезы о законе всемирного тяготения 
(на каждое из двух тел с массами М и М\ находя¬ 
щихся на расстоянии г друг от друга, со стороны дру¬ 
гого тела действует сила притяжения, равная /гЛШ'/г 2 , 
где к — некоторая постоянная). 

Эллипсам оказано предпочтение перед парабола¬ 
ми и гиперболами просто потому, что это конечные 
кривые. Если астероид движется по параболе иля 
гиперболе, то он может появиться в пределах Солнеч¬ 
ной системы, а затем уйти в бесконечность. Комета 
Галлея вызвала столь большой интерес потому, чго 
Эдмунд Галлей заранее рассчитал траекторию (имев¬ 
шую форму сильно вытянутого эллипса) и предсказал 
повторные появления кометы. В последний раз комету 
Галлея видели в 1910 г. Новое появление ее ожидает¬ 
ся в 1986 г. 

К эпициклам нам еще предстоит вернуться в даль¬ 
нейшем, а пока мы рассмотрим изящные кривые, ко¬ 
торые получаются как огибающие некоторых семейств 
окружностей. Начнем с кардиоиды (рис. 96). 

Проведем окружность (ее можно назвать опор¬ 
ной) и отметим на ней точку Л, которая будет оста¬ 
ваться неподвижной. Затем проведем другую окруж¬ 
ность с центром в произвольно фиксированной точке О, 
опорной окружности и радиусом (2Л; аналогичные 
построения мы повторим для достаточно большого 
числа точек (2, равномерно распределенных по опор¬ 
ной окружности. Сердцевидная огибающая всех этих 
окружностей называется кардиоидой. Точка Л, в ко¬ 
торой касаются два участка кардиоиды, называется 
точкой возврата . 

Притягательная сила и очарование кривых, с ко¬ 
торыми нам предстоит познакомиться, отчасти объяс¬ 
няется тем, что их можно получить разными способа¬ 
ми (в правильности подобного утверждения нас 
убеждает рассмотрение конических сечений). Чтобы 
получить кардиоиду как геометрическое место точек, 
возьмем снова окружность диаметра а, выберем на 
ней неподвижную точку Л, соединим Л с переменной 
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Рис. 96. 


точкой <2 окружности и продолжим отрезок Л(2 за 0 
на заданную длину а. Геометрическим местом полу¬ 
ченных точек Р (рис. 97) будет кардиоида с точкой 
возврата Л. 

Заметим, что если прямую АС} вращать вокруг 
точки Л, то точка С) в конце концов окажется на 
нижней половине неподвижной окружности и длину 
отрезка АС} придется вычитать из заданной длины а . 

Если Ф — угол РАА' (где АА / — диаметр окруж¬ 
ности), а г — длина отрезка АР, то уравнение карди¬ 
оиды в полярных координатах, то есть в координатах 
( г , 0), имеет вид 


г = а + а С05 й. 

Третий способ построения кардиоиды состоит в 
следующем. Начертим снова окружность, выберем на 
ней точку Л и рассмотрим касательную к окружности 
в переменной точке С). Пусть Р — основание перпен¬ 
дикуляра, опущенного из точки Л на касательную в 
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точке <2 (рис. 98). Когда точка <2 описывает окруж¬ 
ность, точка Р описывает кардиоиду с точкой возврата 
в А. Множество оснований Р, опущенных из точки А 
на касательные к окружности, называют также поде - 
рой точки А относительно заданной окружности. Та¬ 
ким образом, кардиоида появляется как подера. 

Рассмотрим теперь окружности, катящиеся по 
неподвижным окружностям. Введем некоторые опре¬ 
деления. Если окружность С катится по неподвижной 
окружности С', оставаясь вне ее, то кривая, описыва¬ 
емая точкой Р катящейся окружности, называется 
эпициклоидой. Ясно, что эпициклоиду можно рас¬ 
сматривать как частный случай эпицикла. 
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АР = г=АІЧ + ИР = 
*=асо9^ + а 


Рис. 98. 


Если кривую описывает точка Р окружности С, 
катящейся по неподвижной окружности, оставаясь 
внутри ее, то такая кривая называется гипоциклои¬ 
дой. 

Нетрудно видеть, что когда катящаяся окруж¬ 
ность С доставляет точку Р на окружность С', а затем 
вновь увлекает точку Р прочь, унося ее с окружности 
С', точка Р описывает «клюв» (подобная точка кривой 
называется точкой возврата). Если окружность ради¬ 
уса а катится извне по окружности такого же радиуса 
а, то точка Р совпадает ровно с одной точкой непод¬ 
вижной окружности (обозначим эту точку О). Именно 
в точке О эпициклоида имеет точку возврата (рис. 99). 
Такую эпициклоиду мы и называем кардиоидой. 

Следует подчеркнуть, что когда мы говорим об 
окружности, катящейся по другой окружности, то 
имеем в виду окружность, катящуюся без скольже¬ 
ния . Иначе говоря, каждая точка катящейся окруж¬ 
ности приходит в соприкосновение с заранее предоп¬ 
ределенной точкой неподвижной окружности, «адрес» 
которой зависит от длин дуг обеих окружностей. 
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Рис. 99. 



Например, если на рис. 99 катящаяся окружность ка¬ 
сается неподвижной окружности в точке Я, то длина 
дуги ЯР катящейся окружности равна длине дуги ЯО 
неподвижной окружности (в начальный момент, ког¬ 
да катящаяся окружность пустилась в путь, точка Р 
была совмещена с точкой О). 

Кардиоиду можно получить и как гипоциклоиду, 
но для этого окружность радиуса 2 а должна обкаты¬ 
вать изнутри окружность радиуса а — здесь неподвиж¬ 
ная окружность должна находиться внутри катящей¬ 
ся окружности (рис. 100). Вот что происходит, когда 
катящаяся окружность имеет больший радиус, чем 
неподвижная. 

И эпициклоиды, и гипоциклоиды можно получить 
как огибающие некоторых семейств прямых. Пока¬ 
жем, как построить этим способом кардиоиду. Ис¬ 
пользуемый нами метод заслуживает названия « ма¬ 
тематическое вышивание»: вместо того, чтобы прово¬ 
дить прямые, можно с успехом вышивать их цветными 
нитками. 

Разделим окружность (рис. 101) на равные дѵги, 
каждая из которых стягивает центральный угол в 10°. 
Для этого нам понадобятся 36 точек деления. Пусть 
А — одна из них, а А' — диаметрально противопо¬ 
ложная точка. Начав с точки А, обойдем окружность 
снаружи и перенумеруем по порядку все точки деле¬ 
ния так, что точка А получит номер 0, следующая 
точка — номер 1.точка А' получит номер 18. Опи¬ 

сав полный круг и вернувшись снова в точку А, мы 
присвоим ей номер 36. Затем, отправляясь из точки А', 
обойдем окружность еще раз изнутри в том же на¬ 
правлении, что и в первый раз и отметим интервалы в 
20°. Точка А' при этом получит номер 0, точка, полу¬ 
чившая в первый раз «наружный» номер 20, получит 
теперь «внутренний» номер 1, точка с наружным но¬ 
мером 22 получит номер 2 и т. д. 

Соединим теперь наружные и внутренние деления 
с одинаковыми номерами прямыми, либо проведенны¬ 
ми на бумаге, либо вышитыми тонкими нитками па 
куске картона. Огибающей этих прямых служит кар¬ 
диоида. Построение ее кратко можно описать так: 
соединить деление п с делением 2 п, не меняя направ¬ 
ление обхода окружности. Чтобы завершить построе- 
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Рис. 100. 


нпе кардиоиды, нам придется продолжить нумерацию 
делений после того, как мы вернемся в исходную точ¬ 
ку, получившую номер 0 и 36: присвоить делению 
1 новый номер 37 и т. д. 

Название кардиоида (сердцевидная кривая) впер¬ 
вые использовал де Кастильон в статье, опубликован¬ 
ной в журнале ТНе РЫІозорНісаІ Тгапзасііопз о/ іНе 
Роуаі Зосіеіу за 1741 г., но эту замечательную кривую 
рассматривали и до него. 

Нашу следующую кривую выдающийся француз¬ 
ский математик XVII в. Рѳберваль назвал улиткой 
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Паскаля. Он имел в виду Этьена Паскаля, отца Блеза 
Паскаля, в доме которого встречались знаменитые 
геометры того времени. Юный Блез Паскаль, чья сла¬ 
ва впоследствии намного превзошла известность его 
отца, рос в атмосфере, весьма благоприятной для 
развития его способностей. 

Чтобы построить улитку Паскаля как огибающую 
семейства окружностей, мы начнем с опорной окруж¬ 
ности и выберем неподвижную точку А не на окруж¬ 
ности (как в случае кардиоиды). Проведем окруж¬ 
ность с центром в любой точке С} опорной окружности 





Рис. 102. 

и радиусом СМ. Огибающей всех таких окружностей и 
будет улитка Паскаля (рис. 102). 

На рис. 102 неподвижная точка А выбрана вне 
опорной окружности, и улитка Паскаля имеет внут¬ 
реннюю петлю. Если точку А выбирать ближе к опор¬ 
ной окружности, то эта петля стягивается. Если точка 
А выбрана на опорной окружности, то мы получаем 
кардиоиду. Если же точку А выбрать внутри опорной 
окружности (рис. 103), то улитка Паскаля не будет 
иметь внутренней петли. 

Как геометрическое место точек улитку Паскаля 
можно построить по крайней мере двумя способами. 
Проведем окружность диаметром а, выберем на ней 
точку Л, соединим точку А отрезком прямой с произ¬ 
вольной точкой С} окружности, продолжим отрезок 
АС} до точки Р на заданную длину кфа. Гео¬ 
метрическим местом точек Р служит улитка Па¬ 
скаля. 
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При к = а мы получим кардиоиду. В полярных 
координатах уравнение улитки Паскаля имеет вид 

г = к-\- а сов 'О'. 

Чтобы получить улитку Паскаля как подеру ок¬ 
ружности, выберем неподвижную точку А не на ок¬ 
ружности и опустим из нее перпендикуляры на ка¬ 
сательные к окружности. Геометрическим местом 
оснований этих перпендикуляров является улитка 
Паскаля. 

Покажем теперь, что честь открытия кривой, изве¬ 
стной как улитка Паскаля, в действительности при¬ 
надлежит Дюреру. В главе, посвященной Дюреру, мы 
неоднократно упоминали о его трактате «Руководство 
к измерению». В этом трактате Дюрер приводит сле¬ 
дующее построение. 

Начертив окружность, он делит ее на двенадцать 
равных частей и нумерует точки деления так же, как 
на циферблате часов (рис. 104). Из концов радиусов 
1, 2, 3, Дюрер проводит отрезки одинаковой дли- 



Рис. 103, 


270 



Рис. 104. 

ни, параллельные соответственно радиусам 2, 4, 
(), и соединяет свободные концы отрезков плавной 
кривой. Чем на более мелкие деления разбит «цифер¬ 
блат», тем больше получается точек кривой. 

Разумеется, утверждая, что построенная Дюрером 
кривая представляет собой улитку Паскаля, мы не 
может ссылаться лишь на их внешнее сходство. 
Необходимо либо показать, что метод Дюрера согла¬ 
суется с одним из известных методов построения 
> литки Паскаля, либо найти уравнение построенной 
Дюрером кривой и показать, что оно совпадает с 
уравнением улитки Паскаля. 

Мы выведехМ уравнение этой кривой, но сначала 
заметим, что Дюрер проявлял вполне объяснимый 
интерес к эпициклам, и в «Руководстве» приведен 
рисунок устройства, которое можно было бы назвать 
.шлейкой для построения эпициклов (рис. 105). Кри¬ 
вую, построение которой описано выше, можно полу¬ 
чить как след точки, лежащей внутри круга, который 
катится извне по другому кругу (обращаем внимание 
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Рис. 106. 


читателя на то, что точка лежит не на граничной 
окружности круга). Такая кривая называется эпитро¬ 
хоидой , и построение Дюрера позволяет установить, 
что описанный в «Руководстве» частный случай эпит* 
рохоиды является не иным, как улиткой Паскаля- 


272 




Но мы выведем уравнение сначала улитки Паскаля, а 
потом кривой Дюрера, вычислив координаты хи у 
переменной точки обеих кривых, и покажем, что оба 
уравнения совпадают. 

Уравнение улитки Паскаля в полярных координа-. 
тах имеет вид г = к + а соз #, а прямоугольные коор¬ 
динаты точки кривой равны 

х = (к + а соз О) соз О, 

у = {к + а соз #) зіп 'О'. 

Если начало координат перенести в центр опорной 
окружности, то наши координаты заменятся следую¬ 
щими: 

X + \ — (к + а соз О) соз #, 

У = {к + а соз -О 1 ) зіп -в 1 . 

Перенося а/2 в правую часть и используя известное 
тождество 

соз 2# = 2 соз 2 # — 1, 

получаем 

X — к соз# + у соз 2#, 

У = к зіп # + у зіп 2#. 

Если в построении Дюрера радиус циферблата 
выбрать равным к и проводить отрезки длиной а/ 2, 
измеряя углы по часовой стрелке от радиуса, прохо¬ 
дящего через 12 часов, то координаты х и у свободных 
концов отрезков будут иметь именно такой вид. Сле¬ 
довательно, кривую, известную под названием улитки 
Паскаля, правильнее было бы назвать улиткой Дюре¬ 
ра. 

Рассмотрим теперь последнюю кривую, мы по¬ 
строим ее как огибающую некоторого семейства ок¬ 
ружностей — нефроиду. Слово нефроида означает на¬ 
поминающая очертаниями почку . Так назвал эту 
эпициклоиду с двумя точками возврата Проктор 
(1878 г.). И действительно, она похожа на почку, 
разрезанную посредине и раскрытую,— хоть сейчас 
на сковородку. Если вы, подобно Леопольду Блуму из 
«Улисса» Джеймса Джойса (и автору этой книги) 
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любите жареные почки, то нефроида должна вам 
понравиться. Если вы не принадлежите к числу лю¬ 
бителей этого блюда, то нефроида может вызывать у 
вас неприятные ассоциации. Не огорчайтесь: вас ждут 
и другие кривые. 

Проведем опорную окружность и выделим один из 
ее диаметров — прямую /. Приняв произвольную точ¬ 
ку опорной окружности за центр, проведем окруж¬ 
ность, касающуюся прямой /. Огибающей семейства 
таких окружностей служит нефроида (рис. 106). 

Нефроида имеет две точки возврата. Такую кри¬ 
вую вычерчивает точка окружности радиуса а, катя¬ 
щейся извне по неподвижной окружности радиуса 2а, 
или точка окружности радиуса За, катящейся по 
окружности радиуса 2а, касаясь ее изнутри. 

Нефроиду можно построить и методом математи¬ 
ческого вышивания как огибающую некоторого се¬ 
мейства прямых. Проведем окружность с центром в 
точке О и выберем на ней точку Л. Начав с точки Л, 
разделим окружность на дуги по 10° каждая, и пере- 



Рис. 106, 
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Рис. 107. 


нумеруем точки деления числами 0, 1, 2, ... (номер 
0 получит точка Л). Проведем прямые через точки 1 и 
3, 2 и 6, 3 и 9, ..., то есть через точки с номерами п и 
3 п. Огибающей построенного семейства прямых слу¬ 
жит нефроида (рис. 107). 

Огибающие различных семейств прямых играют 
важную роль в оптике; они привлекали внимание еще 
Леонардо да Винчи. Предположим, что пучок парал¬ 
лельных лучей падает на зеркальную окружность. 
Каждый луч в точке падения претерпевает отражение 
от окружности (рис. 108). Если О — центр окружно¬ 
сти, &Р — падающий луч, РР — отраженный луч, то 
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угол О, образуемый лучом Р<2 с радиусом ОР, равен 
углу между лучом РР и радиусом ОР. Огибающей 
семейства отраженных лучей, называемой каустикой 
окружности для параллельных лучей, служит не- 
фроида. 

На рис. 108 луч из точки Р(л/2 — 0) попадает в 
точку Р (л/2 + л — 30), или, что то же, Р (3 (л/2 — О)). 
Следовательно, соединив отрезками прямых точки ок¬ 
ружности с номерами п и 3 п, мы получим ту же 
огибающую, к которой приводит метод математиче¬ 
ского вышивания. 

По утверждению Э. Г. Локвуда *, автора «Книги о 
кривых», нефроиду как каустику можно наблюдать, 
поставив на землю цилиндрическую кастрюлю темно¬ 
го цвета так, чтобы солнечные лучи или свет от яркой 
лампы падали на нее под углом около 60° к горизонту. 
Локвуд сообщает, что этот нехитрый «прибор» по¬ 
зволяет увидеть хорошее приближение к части не- 
фроиды. 

Коль скоро мы упомянули о каустиках, уместно 
заметить, что если имеется точечный источник , распо- 


* Ьоск\ѵоогі Е. Н. А Воок оі Сигѵез. — СатЬгіё^е Шіѵегзііу 
Рге$5, 1961. 



Рис. 108. 
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Рис. 109. 


ложенный в точке окружности, то каустикой окруж¬ 
ности для семейства отраженных лучей служит 
кардиоида. Каустики можно наблюдать на поверхно¬ 
сти налитой в чашку жидкости. Для этой цели вполне 
подходит вода, чай или кофе. Свет должен падать 
сбоку на внутреннюю поверхность чашки. 

В двух последних примерах математического вы¬ 
шивания— у дельтоиды и астроиды — клювы распо¬ 
ложены вне опорной окружности. 

Начнем с рассмотрения дельтоиды — кривой с 
тремя точками возврата (рис. 109). Проведем опор¬ 
ную окружность с центром в точке О и диаметром 
/ГОЛ. Разобьем окружность, начиная с точки Л, на 
дуги в 5° и перенумеруем точки деления против часо¬ 
вой стрелки числами 0, 1, 2, ... (точка Л получит 
номер 0). Затем, начиная с точки Л', разобьем окруж¬ 
ность на дуги в 10° и перенумеруем точки деления 
чо часовой стрелке числами 0, 1, 2, (последние 
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числа лучше нанести цифрами другого цвета). Соеди¬ 
ним прямыми точки деления разного цвета с одинако¬ 
выми номерами *. 

Свое название дельтоида получила из-за сходства 
с прописной греческой буквой А (дельта). Чтобы по¬ 
лучить точки возврата методом математического вы¬ 
шивания, прямые-нити следует продолжить в обоих 
направлениях за пределы опорной окружности до пе¬ 
ресечения с большей концентрической окружностью. 
Нити внутри опорной окружности не должны быть 
видны. Если опорная окружность имеет радиус 
2 дюйма, то радиус большей окружности должен быть 
равен по крайней мере 6 дюймам. 

Дельтоида— это гипоциклоида с тремя точками 
возврата. Ее можно получить как геометрическое ме¬ 
сто точек — следов фиксированной точки окружности 
радиуса а или 2а, если эту окружность катитъ изнутри 
по неподвижной окружности радиуса За. 

Дельтоида чудесным образом возникает как оги¬ 
бающая семейства прямых в связи с теоремой из так 
называемой «геометрии треугольника», известной как 
теорема о прямой Симсона. Если из любой точки Р 
описанной окружности данного треугольника АВС 
опустить перпендикуляры РС ,), РК и на стороны 
ВС , СА и АВ треугольника, то, как нетрудно доказать, 
основания перпендикуляров всегда лежат на прямой, 
называемой прямой Симсона в честь известного анг¬ 
лийского геометра XVIII в. Роберта Симсона. 
Положение прямой Симсона зависит от выбора точки 
Р на описанной окружности треугольника АВС. Се¬ 
мейство прямых Симсона имеет огибающую — дель¬ 
тоиду. 

Астроида получила свое название в XIX в., но была 
известна еще в 1715 г. Лейбницу. Вместе с Ньютоном 
Лейбниц разделяет славу создателя дифференциаль¬ 
ного и интегрального исчисления. 


* При разбиении окружности на дуги в 10° наибольший из 
номеров в пределах одного оборота равен 35., а при разбиении 
на дуги в 5° — 71. Нумерацию можно продолжать и по заверше¬ 
нии одного оборота. На шкале с ценой деления 10° точка А\ 
имевшая номер 0, получит номер 36, точка с номером 1 номер 
37 и т. д. Это позволит использовать все точки шкалы с ценой 
деления 5° и получить полную фигуру* 
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Простейший способ построить астроиду состоит в 
том, чтобы рассмотреть отрезок прямой Рф заданной 
длины, концы которого Р и (2 скользят по двум вза¬ 
имно перпендикулярным прямым (рис. ПО). Если 
точка Р находится на некотором расстоянии от точки 
пересечения взаимно перпендикулярных прямых, то, 
придав циркулю раствор а и сделав засечку из точки 
Р, мы найдем точку (2. Проведя через всевозможные 
пары точек Р и 01 прямые, мы получим семейство, 
огибающей которого служит астроида. Предполагает¬ 
ся, что взаимно перпендикулярные прямые продол¬ 
жены за точку пересечения О и кривая симметрич¬ 
на относительно каждой из прямых. Каждая из че¬ 
тырех точек возврата находится на расстоянии а ог 
точки О. 

Чтобы построить астроиду методом математиче¬ 
ского вышивания, начнем с обычной окружности с 



Рис. ПО. 
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Рис. 111. 

диаметром А'ОА , разобьем ее, начиная от точки А , на 
дуги в 5° и перенумеруем точки деления против часо¬ 
вой стрелки числами 0, 1, 2, ... . Затем, начав с точки 
А', разобьем окружность на дуги в 15° и перенумеруем 
точки деления по часовой стрелке числами 0, 1, 2, ... 
другого цвета. Соединив прямыми деления разных 
цветов с одинаковыми номерами, получим астроиду. 
Четыре точки возврата лежат вне опорной окружно¬ 
сти. Диаметр внешней окружности, до которой надле¬ 
жит продлевать прямые, должен быть по крайней 
мере вдвое больше диаметра опорной окружности 
(рис. 111). 

Астроида — это гипоциклоида с четырьмя точками 
возврата. Ее можно получить как геометрическое ме¬ 
сто точек-следов фиксированной точки окружности 
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радиуса а , если эту окружность катить извне по 
неподвижной окружности радиуса 4а. Координаты 
( х , у) переменной точки астроиды можно записать в 
виде функций от переменной і следующим образом: 

л: = 4а С05 3 /, у = 4а зіп 3 /. 

Мы не можем закончить обзор эпициклоид и гипо¬ 
циклоид, не рассмотрев простейшую из них — цикло - 
иду, кривую, которую описывает точка окружности, 
катящейся по неподвижной прямой . Эта кривая имеет 
бесконечно много точек возврата, описываемых точ¬ 
кой, когда катящаяся кривая опускает ее на прямую, а 
затем вновь поднимает с прямой (рис. 112). Циклоида 
обладает многими замечательными свойствами и при¬ 
влекала внимание не одного выдающегося математи¬ 
ка XVII в. Циклоиду также можно получить как 
огибающую (семейства прямых, с которыми совпа¬ 
дает какой-нибудь выделенный диаметр окружности, 
катящейся по прямой). 

Перевернем дугу циклоиды, изображенную на 
рис. 112, выпуклостью вниз и представим себе, что это 
гладкая кривая на вертикальной плоскости. Тогда в 
какую бы точку этой кривой мы ни помещали тяже¬ 
лую частицу (материальную точку), она скатится на 
«дно» — достигнет наинизшей точки кривой --за одно 
и то же время . Это свойство циклоиды навело вели¬ 
кого голландского физика и математика Христиана 
Гюйгенса (1629—1695) на мысль использовать цикло- 
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иду, на которую при качании наматывалась бы нить 
маятника, в надежде, что это позволит добиться изо* 
хронности колебаний. Если нить натянуть вдоль цик¬ 
лоиды, а затем опустить, то любая точка нити опишет 
циклоиду. Гюйгенс считал, что если грузик маятника 
будет вынужден двигаться по дуге циклоиды, то про¬ 
должительность колебаний маятника станет одинако¬ 
вой. Построенные Гюйгенсом часы (первые маятнико¬ 
вые часы) шли не очень точно, и от них вскоре 
отказались, но сама идея была необычайно остроум¬ 
ной. 

Последнее из свойств циклоиды, о котором мы 
упомянем, во времена, когда все математики знали 
древнегреческий язык, получило название брахисто - 
хронного свойства . Оказывается, циклоида — это та¬ 
кая кривая, по которой гладкая частица скатится за 
наименьшее время из одной заданной точки в другую 
под действием силы тяжести. Насколько мне извест¬ 
но, спасательные желобы, которые некоторые авиа¬ 
компании используют для срочной эвакуации пасса¬ 
жиров и членов экипажа из самолета при аварийной 
ситуации, выполнены не в форме циклоиды. Древне¬ 
греческое слово брахистос означает кратчайшее, а 
хронос, конечно, время. Брахистохронное свойство 
циклоиды неожиданно, и доказательство его отнюдь 
не просто. 

Уравнение циклоиды проще всего записать в виде 
х = а(і — $іп /), 
у = а{ 1 — сов /), 

где а — радиус катящейся окружности, і — мера уг¬ 
ла, на который она успела повернуться. Значение і = 
= 0 соответствует начальному моменту времени, ког¬ 
да движущаяся точка лежит на прямой. Это началь¬ 
ное положение точки выбрано за начало координат *, 

Разумеется, существует немало других изящных 
кривых, которые непременно следовало бы рассмот¬ 
реть, будь наша книга полностью посвящена кривым, 
но теперь оставим сравнительно новые кривые, чьи 
свойства мы изучали до сих пор, и обратимся к неко- 

* См., например, Берман Г. Н. Циклоида. — М. — Л.; Гостех- 
издат, 1948. — Прим. ред. 
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торым кривым, изобретенным античными математи¬ 
ками для решения тех или иных знаменитых проблем, 
которыми они занимались. 

Первая из этих кривых — конхоида Никомеда. Ее 
изобретение Папп и другие древнегреческие авторы 
приписывают Никомеду, жившему во II в. до н. э. 
Конхоиду (это слово означает имеющая форму рако¬ 
вины мидии) определяют относительно любой задан¬ 
ной кривой 5 и выбранной точки А. Проведем через 
точку А прямую, пересекающую кривую 5 в точке и 
расположим на этой прямой точки Р и Р' так, чтобы 

Р '( і = ( і р = кі 

где к — некоторая постоянная. Геометрическое место 
точек Р и Р' называется конхоидой кривой 5 относи¬ 
тельно точки А (рис. 113). 

Нам уже приходилось рассматривать конхоиду 
окружности относительно принадлежащей той же ок¬ 
ружности точки А (см. стр. 269). Мы получили тогда 
улитку Паскаля, частным случаем которой является 
кардиоида. Конхоида Никомеда — в некотором смыс¬ 
ле более простая кривая, чем улитка Паскаля, по¬ 
скольку в качестве кривой 5 здесь выбрана прямая. 

Форма конхоиды Никомеда зависит от того, будет 
ли постоянная к меньше, равна или больше длины 
перпендикуляра, опущенного из точки А на прямую. 
Мы рассмотрим два случая: когда к меньше и когда к 
больше расстояния от точки А до прямой. 

Заметим, что прямая, при помощи которой мы 
строим конхоиду Никомеда, служит асимптотой к этой 
кривой. По мере того как прямая А С} поворачивается 
вокруг точки А , ширина конхоиды Никомеда умень¬ 
шается. Это навело на мысль придавать суживаю¬ 
щимся колоннам форму конхоиды Никомеда. Но в 
действительности конхоида Никомеда имеет еще 
большее историческое значение, поскольку древние 
использовали ее для решения задачи о трисекции 
данного угла. Чтобы понять, почему античные мате¬ 
матики остановили свой выбор именно на конхоиде 
Никомеда, расмотрим случай, когда постоянная к 
больше длины перпендикуляра, опущенного из точки 
А на пряхмую 5. 
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Предположим, что требуется разделить на 3 рав¬ 
ные части угол РАВ (рис. 114). Условимся временно 
считать, что С}Р = 2Л<2, где Р — точка конхоиды, (За¬ 
точка прямой 5. Проведем прямую <2Я, параллельную 
оси АВ кривой (прямая АВ перпендикулярна задан¬ 
ной прямой 5). Мы утверждаем, что 

А РАВ = ± ^ РАВ. 

Чтобы доказать это соотношение, соединим точку 
( 3 отрезком прямой с серединой \Ѵ отрезка ІЩ. По 
построению конхоиды известно, что = УР По¬ 
скольку мы условились считать, что ($Р = 2Аф, то 
РѴР — \ѴІ!= АЦ. Так как угол 1Н2Р прямой, то Ж —« 
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центр окружности, построенной на отрезке 17В как на 
диаметре. Эта окружность проходит через точку С 
Следовательно, ОѴР = ѴРВ = УРО,. Отметим на 
рис. 114 углы, которые равны как углы при основаниях 
равнобедренных треугольников. По теореме о внеш¬ 
нем угле треугольника 

^ ОУ? А = А ѴГ(ЗВ + ^ = 2 ^ (ЗВА , 

а по теореме об углах, образующихся при пересечении 
прямой двух параллельных (прямая (ЗВ параллель¬ 
на прямой АВ ), угол (ЗВА равен внутреннему на* 
крест лежащему углу ВАВ. Объединяя полученные 
соотношения, получаем 

А<ЗАВ = 2АВАВ, 

откуда 

^ЯАВ=~ араб. 

Каким образом данный угол можно разделить на 
три равные части? Начнем с угла ВАС , который тре¬ 
буется подвергнуть трисекции. Пусть Ы 3 — любая 
прямая, перпендикулярная прямой АВ и пересекаю¬ 
щаяся с прямой АС в точке С }. Проведем прямую (ЗМ , 
параллельную прямой АВ. Построим конхоиду пря¬ 
мой Ь<3 относительно точки Л с заданным отрезком 
к = 2А(3. Если эта конхоида пересекает прямую в 
точке В, то мы оказываемся в рассмотренной выше 
ситуации, и прямая АВ отсекает ровно треть угла 
ВАС . Заметим также, что строить конхоиду совсем не 
обязательно. Необходимо лишь положить линейку 
так, чтобы ее ребро проходило через точку Л, и.отло¬ 
жить на ребре линейки заданный отрезок <2Р = 2(ЗА. 
Следя за тем, чтобы ребро линейки проходило через 
точку Л, будем сдвигать линейку до тех пор, пока 
концы отложенного отрезка не окажутся на прямых 
Ь(3 и С?ЛЛ Это позволит нам найти точки V и В, 
поэтому предлагаемое решение задачи о трисекции 
заданного угла следует считать весьма удобным. 

Если исключить отдельные частные случаи, то 
угол, вообще говоря, нельзя разделить на три равные 
части при помощи только циркуля и линейки. Так, для 
трисекции угла в 60° циркуля и линейки оказывается 
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недостаточно. Неразрешимость задачи о трисекции 
произвольно заданного угла циркулем и линейкой 
можно доказать при помощи развитых за последние 
столетия алгебраических методов. Евклид хорошо по¬ 
нимал, хотя и не мог доказать, что задача о трисекции 
угла неразрешима. Возникает вопрос, почему непри¬ 
емлемо приведенное выше решение задачи, основан¬ 
ное на использовании линейки, на ребре которой от¬ 
ложен заданный отрезок. 

Ответить на этот вопрос нетрудно: наш метод не 
принадлежит к числу построений Евклида, возмож¬ 
ность которых постулировалась на стр. 176. Мы можем 
проводить прямую через две точки, описывать ок¬ 
ружность с заданным центром и радиусом, а также 
(это доказано в предложениях Евклида) отклады¬ 
вать от данной точки на прямой отрезок, равный 
заданному отрезку.. 

Перемещение линейки до совпадения одного конца 
отложенного на ней отрезка с одной прямой, а друго¬ 
го — с другой прямой не принадлежит к числу по¬ 
строений, перечисленных в «Началах» Евклида. Су¬ 
щественное различие между евклидовым» построени¬ 
ями и построениями, аналогичными рассмотренному 
нами, обнаружила алгебра. Методы, достаточно мощ¬ 
ные для решения таких задач, удалось создать лишь 
почти 2000 лет спустя после Евклида. 

Для трисекции угла можно воспользоваться также 
спиралью Архимеда. К этом мы убедимся ниже при 
рассмотрении спиралей. 

О циссоиде Диоклеса (циссоида — подобная побе¬ 
гу плюща) упоминал Геминос в I в. до н. э., то есть 
примерно через сто лет после смерти изобретателя 
кривой. Выберем на окружности точку А (рис. 115) и 
проведем касательную к окружности в диаметрально 
противоположной точке В. Затем проведем через точ¬ 
ку А прямую, пересекающую окружность во второй 
раз в точке <2, а касательную к окружности — в точке 
Р, На этой прямой построим точку Я, такую, что 
АР — (отрезки АР и отложены в направле¬ 
нии, указанном порядком букв). Геометрическое место 
точек Р и есть не что иное, как циссоида Диоклеса. 

Нетрудно видеть, что касательная к окружности 
в точке В служит асимптотой циссоиды, имеющей, 
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Рис. 115, 


кроме того, точку возврата в А. Если за оси коорди¬ 
нат принять прямую АВ и перпендикуляр к ней, то 
уравнение циссоиды можно записать в виде 


у 2 (2 а — х) = х 3 , 


где а — радиус окружности. 

Для нас циссоида представляет интерес потому, 
что именно она позволила решить задачу об удвоении 
куба. На прямой ОС можно найти такую точку ІІ, что 
ОіІ 3 = 2а 3 . Тогда алтарь, имеющий форму куба с 
ребром, равным ОІІ, будет иметь вдвое больший объ¬ 
ем, чем алтарь, имеющий форму куба с ребром, рав¬ 
ным а (см. стр. 31). 

Чтобы найти точку ІІ, отложим на прямой ОС 
отрезок 0^ = 2а. Пусть Р — точка пересечения пря¬ 
мой ВС с циссоидой. Соединим прямой точку А с 
точкой Р. Точка пересечения прямой АР с прямой ОС 
Даст нам точку II. 

Докажем это, хотя читатель при желании может 
опустить доказательство. 

Уравнение прямой ВЬ имеет вид у = — 2(х — 

2а) =2(2а—х). Чтобы найти точку Р(х',у'), под¬ 
ставим 2а — х = у/ 2 в уравнение циссоиды; мы полу¬ 
чим 

(уУ = 2(хУ. 

Такому соотношению удовлетворяют координаты х' и 
У' точки Р. Уравнение прямой АР имеет вид у/у' = 
= х/х'. Эта прямая пересекается с прямой ОС, имею¬ 
щей уравнение х = а, в точке, для которой у/у' — 
= а/х'. Следовательно, ОѴ = ау'/х' и ОН 2, = 
= а 3 (у') 3 / (л/) 3 = 2а 3 . 

Конхоидой Никомеда также можно воспользо¬ 
ваться для решения задачи об удвоении куба. И кон¬ 
хоида Никомеда, и циссоида Диоклеса представляли 
большой интерес для математиков XVII в. как своего 
рода образцы, на которых можно было испытать в то 
время еще новые методы аналитической геометрии, а 
также дифференциального и интегрального исчисле¬ 
ния. 

Спирали приводили древних в восторг, и мы за¬ 
вершим эту главу рассмотрением двух из них: 
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Рис. 116. 

спирали Архимеда и равноугольной , или логарифмы > 
ческой , спирали. 

Под спиралью мы понимаем плоскую кривую, ко¬ 
торую опишет точка, совершая круги и одновременно 
удаляясь от некоторой неподвижной точки, называе¬ 
мой полюсом. Спираль Архимеда, названная так по¬ 
тому, что Архимед описал ее в своей работе о спи¬ 
ралях, имеет очень простое уравнение в полярных 
координатах: г = аО. 

Предположим, что муха ползет с постоянной ско¬ 
ростью вдоль прямой ОР , равномерно вращающейся 
вокруг полюса О. Тогда путь мухи на плоскости будет 
иметь вид спирали Архимеда. Такую спираль проще 
всего вычерчивать на специальной бумаге с нанесен¬ 
ной сеткой полярных координат (рис. 116). 

Если О — полюс, Р — точка кривой и О А — ось, от 
которой измеряется угол, то длина отрезка ОР про¬ 
порциональна величине угла РОА. Если требуется 
решить задачу о трисекции угла РОА } то достаточно, 
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разделив на три равные части отрезок ОР, найти 
точку Р\ такую, что ОР / = ( 1 /з)ОР, придать циркулю 
раствор, равный ОР', и этим раствором сделать за¬ 
сечку из полюса О на кривой, то есть найти на спирали 
точку (?, для которой 0(2 = ОР'. Угол (20А равен 
трети угла РОА. 

И в этом случае при решении задачи о трисекиии 
угла мы использовали построение, не фигурирующее у 
Евклида в числе допустимых. Наша последняя кри¬ 
вая — равноугольная, или логарифмическая, спи¬ 
раль — устроена хитроумнее, чем спираль Архимеда* 
Изучать ее первым начал Декарт (1638 г.), 

независимо от него с ней работал Торичелли, а в конце 
XVII в. многие замечательные свойства логарифмиче¬ 
ской кривой, о которых сейчас пойдет речь, установил 
Якоб Бернулли. Эти почти мистические свойства про¬ 
извели на ученого столь сильное впечатление, чго он 
завещал высечь на своем надгробии слова: «Еайет 
тиіаіа гезиг§о» (измененная, я воскресаю той же)* 

Равноугольную спираль (рис. 117) можно опреде¬ 
лить как геометрическое место точек Я, движущихся 
на плоскости так, что касательная в точке Р образует 
постоянный угол а с радиус-вектором ОР, проведенным 


в точку Р из неподвижного полюса О. Дифференци¬ 
альное исчисление позволяет легко и просто вывести 
уравнение логарифмической спирали. Наиболее есте¬ 
ственно записывать его в полярных координатах 
( г , О), в которых оно принимает изящный вид: 

г = ае® с ‘ в 

где е — фундаментальная постоянная, используемая 
как основание натуральных логарифмов, а а — значе¬ 
ние г при Ф = 0. 

Одно из основных свойств равноугольной спирали 
мы получим, если обратимся к наиболее характерному 
свойству показательной функции е х — соотношению 

еР +< ? = е р е ч . 

Предположим, что точки Р, О, Р, ... размещены на 
спирали через равные угловые промежутки (все углы 
С }ОР, РОО, ... равны одной и той же величине р). 
Тогда 

ОО/ОР = е* с ‘в “ = ОР/ОО = ..., 

поэтому в треугольниках ОРО, ООР, ... углы при 
вершине О равны и отношение сходственных сторон 
остается неизменно. По теореме из «Начал» Евклида 
все эти треугольники подобны. Следовательно, углы 
ОС?/*, ОРС}, ... равны. Пользуясь одним лишь этим 
свойством, можно доказать, что касательная в любой 
точке Р логарифмической спирали образует постоян¬ 
ный угол с радиус-вектором ОР. 

Пусть Р и О — любые две точки логарифмической 
спирали, причем ОР > 00. Предположим, что в по¬ 
люс О мы воткнули булавку и всю спираль можно 
поворачивать вокруг точки О. Если повернуть спираль 
так, чтобы прямая 0(2 совпала с прямой ОР, то рас¬ 
тяжение спирали (полюс О остается неподвижным), 
переводящее точку 0 в точку Р, отобразит каждую 
точку повернутой спирали на соответствующую точку 
исходной спирали. 

Раковины некоторых моллюсков и отпечатки иско¬ 
паемых обнаруживают поразительное сходство с рав¬ 
ноугольной спиралью. На рис. 118 показано сечение 
раковины МаиШиз. В книгах о росте и формах живых 
организмов излагаются теории, объясняющие, почему 
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Рис. 118. 


природа отдает предпочтение равноугольной спирали. 
Особой известностью пользуется книга д’Арси Томсо¬ 
на «О росте и форме» *. 

В главе 4 мы описали искусственную спираль, 
составленную из дуг в четверть окружности, и пока¬ 
зали, что она связана с нескончаемым разбиением 
прямоугольников с отношением сторон, равным золо¬ 
тому сечению, на квадраты и новые золотые прямо¬ 
угольники. Существует равноугольная спираль, служа¬ 
щая довольно точным приближением к этой спирали, 
но истинная спираль вместо того, чтобы касаться 
сторон последовательных квадратов, пересекает их 
под очень малыми углами. Разумеется, какую спираль 
считать истинной и какую искусственной — дело вку¬ 
са. 

Мы хотим завершить эту главу перечислением не¬ 
которых свойств равноугольной спирали, столь глу¬ 
боко поразивших Якоба Бернулли. 

Если луч света, испущенный источником в точке О, 
отражается от равноугольной спирали в точке Р, то 


* ТЬотрзоп О’Агсу \Ѵ. Оп іЬе ОготоіЬ апсі Рогт. — СатЬгі<і- 
&е Ііпіѵегзііу Ргезз, 1952, 
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огибающей отраженных лучей, когда точка Р опишет 
всю кривую, будет спираль, в точности повторяющая 
исходную. Это означает, что каустикой равноугольной 
спирали служит такая же равноугольная спираль* 
В каждой точке равноугольной спирали существует 
перпендикуляр к касательной, называемый, как и в 
случае других кривых, нормалью. Огибающей норма¬ 
лей также служит равноугольная спираль, совпадаю¬ 
щая по форме с исходной спиралью. Подера равно¬ 
угольной спирали относительно полюса О (то есть 
геометрическое место оснований перпендикуляров, 
опущенных из точки О на касательные к кривой)! 
имеет форму исходной равноугольной спирали. 

Проделав упражнения, читатель получить воз¬ 
можность не только воспроизвести некоторые из рас¬ 
смотренных нами кривых, но и изобрести собственные 
кривые. Мы познакомим его с методами, позволяю¬ 
щими по заданным кривым строить новые, находить 
подеры, огибающие нормалей и т. д. Все эпициклоиды, 
гипоциклоиды и эпитрохоиды (а их бесчисленное 
множество) доступны исследованию. Существует так¬ 
же вполне простой способ построения эволюты любой 
заданной кривой: нужно лишь туго навить на кривую 
нить, к концу которой прикреплен карандаш и, раз¬ 
матывая эту нить, следить за тем, чтобы она остава¬ 
лась натянутой. Конец карандаша опишет эволюту. 
Эта кривая замечательна тем, что огибающая ее 
нормалей совпадает с исходной кривой! 

Многие из описанных нами огибающих сравни¬ 
тельно недавно привлекли внимание художников. 
Произведения с их изображениями часто продают по 
весьма высоким ценам. Работа, выполненная цветны¬ 
ми нитками на куске тонкого картона, позволяет зри¬ 
телю погрузиться в глубины трансцендентных раз¬ 
мышлений. Математическое вышивание было введено 
в женских школах примерно сто лет назад, и ныне его 
все шире ставят на коммерческую основу. Недавно 
появившийся прибор для вычерчивания эпициклов 
пользовался огромным успехом. Можно не сомне¬ 
ваться в том, что кривые навсегда останутся одним из 
наиболее интересных творений математики. 
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Упражнения 

1. Пользуясь методом, описанным на стр. 241, проведите 
20 касательных к параболе (5 — выбранная точка, I — выбранная 
прямая, Р — точка на /, прямая РР проведена под прямым уг¬ 
лом к $Р, при этом РР — касательная к параболе). 

2. Перегибая лист бумаги, постройте семейство касательных 
к параболе. (На листе бумаги проведите прямую т и выберите 
точку 5, не принадлежащую этой прямой. Перегнув лист бумаги 
так, чтобы прямая т прошла через точку 5, тщательно разгладь¬ 
те линию сгиба, то есть согните лист бумаги вдоль прямой так, 
чтобы прямая т прошла через точку 5. Затем распрямите лист 
бумаги и согните ее заново так, чтобы прямая т прошла через 
точку 5 и т д.) 

Можете ли вы связать этот метод с тем, о котором шла речь 
в упражнении 1? (Обратите внимание на то, что если точка <2 
принадлежит прямой т, проходящей после перегибания через точ¬ 
ку 5, и прямая пересекается с линией сгиба в точке Р, то 
все точки Р принадлежат одной прямой, и прямая 8Р образует 
с линией сгиба прямой угол.) 

3. Воспользуйтесь параболой, построенной в упражнении I 
или 2, и проверьте теорему о том, что лучи света, параллельные 
оси кривой, после отражения проходят через одну точку — фокус 
5 параболы. 

4. Проведите две прямые / и т, пересекающиеся в точке О, 
и нанесите на прямые / и т равномерные шкалы (не обязательно 
одинаковые). Перенумеруйте деления так, чтобы номер точки О 
был равен нулю на обеих шкалах. Соедините отрезками прямых 
деление 10 на шкале / с делением 1 на шкале /л, деление 9 на 
шкале / — с делением 2 на шкале т, деление 8 на шкале / — 1 
с делением 3 на шкале т и т. д. Эти прямые так же, как и пря¬ 
мые / и т, касаются некоторой параболы. 

(Этот метод часто используют в крупномасштабных матема-: 
тических вышивках, так как отдельные дуги параболы можно по¬ 
догнать, сложив их в единую кривую. Лежащая в основе построе¬ 
ния теорема утверждает, что если переменная касательная к па¬ 
раболе пересекает две заданные касательные / и т в точках Р % 
<2, Я, ... и Р\ <2', Р'у ..., то отношения Р<2 : <2Р :... и соответ¬ 
ствующие отношения Р'СІ' : СІ'Р' :... равны.) 

5. Перегибая лист бумаги, постройте касательные к эллипсу, 
(Проведите окружность и выберите внутри ее точку 5. Перегни¬ 
те лист бумаги вдоль прямой так, чтобы какая-нибудь точка ок¬ 
ружности совпала с точкой 5. Линии сгиба касаются эллипса 
с одним из фокусов в точке 5.) 

6. Можно ли построить касательные к гиперболе, перегибая 
лист бумаги? 

7. Постройте по методу Дюрера эллипс, заданный как пло¬ 
ское сечение прямого кругового конуса (см. стр. 254). Удастся 
ли вам избежать ошибок и получить эллипс, а не яйцевидный 
овал? 


295 



8. Пользуясь методом, описанным на стр. 262, начертите кар¬ 
диоиду. (Соедините отрезком прямой выбранную точку Л на ок¬ 
ружности подходящего диаметра а с произвольной точкой О той 
же окружности и продолжите отрезок АО на длину а до точки 
Р. Траектория, описываемая точкой Р, когда точка 0 совершает 
полный оборот по окружности, имеет форму кардиоиды.) 

9. Постройте кардиоиду как огибающую семейства окруж¬ 
ностей (см. стр. 261). (Пусть Л —выбранная, а Я —любая точ¬ 
ка на опорной окружности. Проведите окружность с центром в 
точке Р и радиусом РА.) 

10. Пользуясь разноцветными нитями или проводя линии раз¬ 
ноцветными карандашами, постройте кардиоиду как огибающую 
семейства прямых. [Пусть А'ОА — диаметр окружности (см. 
стр. 266). Начав с точки Л, разделите окружность на дуги в 10° 
и перенумеруйте точки деления по порядку числами 0, 1, 2, ... . 
Точка Л получит номер 0. Номера делений расставьте с наружной 
стороны окружности. Затем, начав с точки Л', разбейте окруж¬ 
ность на дуги в 20° в том же направлении, в каком возрастают 
наружные номера, и перенумеруйте новые деления изнутри окруж¬ 
ности так, чтобы точка Л' получила номер 0. Соедините отрез¬ 
ками прямых деления наружной и внутренней шкал с одинако¬ 
выми номерами.] 

11. Постройте дельтоиду как огибающую семейства прямых 
методом математического вышивания. [Пусть А'ОА— диаметр 
подходящей окружности. Начав с точки Л (номер 0), разделите 
окружность на дуги в 5° и перенумеруйте точки деления против 
часовой стрелки. Затем, начав с точки Л', разбейте окружность 
на дуги в 10°, и перенумеруйте их по часовой стрелке числами 
другого цвета (точка Л' получит номер 0). Точки возврата дель¬ 
тоиды лежат вне окружности (рис. 109), поэтому нити необхо¬ 
димо продолжить до большей концентрической окружности, ра¬ 
диус которой по крайней мере в 3 раза превосходит радиус ис¬ 
ходной окружности. На первый взгляд кажется, будто совпа¬ 
дающие деления различного цвета (например, деления, имеющие 
номер 12 в обеих шкалах) невозможно соединить отрезком пря¬ 
мой. В действительности эта трудность вполне преодолима —- 
просто в точке с совпадающими в двух шкалах номерами надо 
провести касательную к окружности.] 

12. Пользуясь методом математического вышивания или ка¬ 
ким-нибудь другим систематическим подходом, изобретите свои 
собственные кривые. 

13. Тем, кто выполнил упражнение 2 к гл. 3, небезынтересно 
узнать, какой эллипс описывает вершина С треугольной прорези 
ЛВС, когда вершина Л движется по заданной прямой /, а вер¬ 
шина В — по заданной прямой т. Пусть О — точка пересечения 
прямых / и т. В точке Л восставьте перпендикуляр к прямой /, 
а в точке В — к прямой т. Пусть I — точка пересечения этих 
перпендикуляров. На отрезке ОІ как на диаметре постройте ок¬ 
ружность с. Пусть й — окружность с центром в точке О, прохо¬ 
дящая через точку /. Можно показать, что точка / — мгновен¬ 
ный центр вращения треугольника АВС г то есть в данный мо« 
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мент времени движение треугольника АВС сводится к повороту 
вокруг точки /. Но тогда движение треугольника АВС за конеч¬ 
ный промежуток времени задается качением окружности с по не¬ 
подвижной окружности сі . 

Соединим вершину С прямой с центром окружности с. Пусть 
этот диаметр пересекает окружность с в точках Р и (). Прямые 
ОР и 0(2 , которые взаимно перпендикулярны, — главные оси эл¬ 
липса, описываемого вершиной С. Точно такой же эллипс вер¬ 
шина С описала бы, если бы она была неподвижной точкой на 
отрезке Р(2> конец Р которого движется по прямой ОР , а конец 
(2 — по прямой 0(2. Проверьте, что оба способа построения эл¬ 
липса приводят к одной и той же кривой. 

Этот анализ показывает, что если вершина С треугольника 
АВС находится в точке (2, то траекторией вершины С служит 
прямая 0(2. Если же вершина С находится в точке Р і то траек¬ 
торией служит прямая ОР , 



Глава 9 


Пространство 


В этой заключительной главе мы рассмотрим с 
нескольких точек зрения пространство. Разумеется, во 
всех предыдущих главах нам так или иначе приходи¬ 
лось иметь дело с различными его свойствами, но 
сейчас мы хотим собрать воедино встречавшиеся и 
прежде идеи и рассмотреть их более систематически- 

О правильных многоугольниках мы упоминали 
неоднократно, обычно молчаливо предполагая, что 
они выпуклые. Под выпуклостью мы понимаем следу¬ 
ющее: если Р и —две точки, задающие любую 
сторону многоугольника, то многоугольник целиком 
лежит по одну сторону от прямой Р($. Следовательно, 
многоугольники такого типа, как на рис. 119, мы ис¬ 
ключали из рассмотрения. 

Наши правильные многоугольники имеют равные 
стороны и углы, их вершины лежат на одной окруж¬ 
ности и существует другая окружность, которая каса¬ 
ется всех сторон. Отсюда ясно, что построение пра¬ 
вильного многоугольника с п вершинами и п 
сторонами эквивалентно разбиению окружности на п 
равных частей. Решив одну из таких задач, мы тем 
самым находим решение и другой. 

Из «Начал» Евклида известно, как построить пря¬ 
мой угол и как любой заданный угол разделить попо¬ 
лам, поэтому мы можем построить углы, равные по¬ 
ловине, четверти и т. д. прямого угла. Поскольку 
построение прямого угла эквивалентно построению 
правильного многоугольника с п=\ сторонами, мы 
можем построить правильные многоугольники с 4*2, 
4*2 2 , ... и вообще 4-2" сторонами при любом целом 
п. 

Мы можем построить также равносторонний тре¬ 
угольник — правильный многоугольник рассмотрен- 
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Рис. 119. 


ного нами типа с п = 3 сторонами, каждая из кото¬ 
рых стягивает центральный угол в 120°, а последова¬ 
тельным делением углов пополам получить правиль¬ 
ные многоугольники с 3-2" сторонами, где п= 1, 2, 
3 — какое угодно. Знаем мы, и как построить 
правильный пятиугольник (см. гл. 2). Последователь¬ 
но деля углы пополам, мы получим новые много¬ 
угольники с 5-2" сторонами. 

Наконец, поскольку 24 = 60 — 36 и 36 = 72/2, а 
строить углы в 60° и в 72° мы умеем, то можно по¬ 
строить правильный многоугольник, стороны которого 
стягивают центральные углы описанной окружности в 
24°. Число сторон такого многоугольника равно 15. 
Последовательным делением углов пополам мы по¬ 
строим правильные многоугольники с 15 -2 п сторона¬ 
ми. 

Разумеется, все построения, о которых идет речь, 
евклидовы, то есть выполнимы при помощи циркуля и 
линейки. 

Правильный многоугольник с п сторонами, каза¬ 
лось бы, можно построить при любом п , но в 1796 г. 
Карл Фридрих Гаусс, которому тогда исполнилось 
19 лет, доказал удивительную теорему. В ней утвер¬ 
ждается, что правильный многоугольник с п сторона¬ 
ми, где п — простое число , можно построить при по¬ 
мощи циркуля и линейки лишь в том случае, если 


л = 2 2 "Чі. 
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Показатель числа 2 в правой части равен 2 т . При 
т = 0 мы считаем, что 2° = 1. Таким образом, при 
т — 0 мы получаем п — 3, при т = 1 показатель 
степени равен 2 2 = 4 и п = 5, при т = 2 число сторон 
становится равным п = 17, т = 3 соответствует п = 
= 257 и при /п = 4 число сторон достигает я = 
= 65 537. Все эти числа п простые *, то есть не разла¬ 
гаются на множители, и по теореме Гаусса правиль¬ 
ные многоугольники с таким числом сторон можно 
построить при помощи циркуля и линейки. 

Теорема Гаусса, доказанная алгебраически, 
несомненно, привела бы в восторг древних греков. 
Открытие ее помогло юному Гауссу сделать оконча¬ 
тельный выбор в пользу математики и отказаться от 
намерения заниматься юриспруденцией! Как видно из 
рассмотренных нами примеров, построение правиль¬ 
ных многоугольников — задача не из простых, и ал¬ 
гебраическое доказательство возможности построения 
циркулем и линейкой правильных многоугольников с 
257 и 65 537 сторонами оказывается не слишком по¬ 
лезным, если мы вздумаем интересоваться конкрет¬ 
ными деталями построения. Некоторые энтузиасты 
посвятили всю свою жизнь построению правильного 
65 537-угольника. Но они по крайней мере не гнались 
за химерой. Те же, кто стремится найти решение за¬ 
дачи о трисекции угла, как мы уже говорили, заняты 
безнадежным делом, но и эта задача в глазах неко¬ 
торых любителей обладает неотразимой привлека¬ 
тельностью. 

Обсуждая геометрические открытия Леонардо да 
Винчи, мы обещали вернуться к понятию симметрии 
геометрической фигуры. Леонардо да Винчи исследо¬ 
вал симметрию правильного восьмиугольника. Мы же 
для простоты начнем с квадрата. 


* Ферма (1601—1665) высказал гипотезу о том, что все чис¬ 
ла вида 2 2т + 1 простые, но Эйлер доказал, что отвечающее зна¬ 
чению т = 5 число п = 2 25 + 1 = 2 32 + 1 — составное. (См., на¬ 
пример, Серпинский В. Что мы знаем и чего не знаем о простых 
числах. — М.: Физматгиз, 1963. — прим, переѳ.) Заметим еще, 
что, согласно Гауссу, правильный пятиугольник можно построить 
циркулем и линейкой в том и только в том случае, когда п = 
= 2*ріЛ 2 .. • Ри где р и р 2 , ..., рі — попарно различные простые 
«числа Ферма», то есть числа вида 2 2 "\+1. — Прим, ред , 
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Рис. 120. 


Представим себе, что картонный квадрат наложен 
на плоскость, на которой проведены две взаимно пер¬ 
пендикулярные оси, причем центр квадрата совмещен 
с началом координат, одна пара сторон горизонтальна 
(рис. 120), а другая вертикальна (сама плоскость вер¬ 
тикальна). При каких перемещениях квадрата как еди¬ 
ного целого, оставляющих центр О на месте, квадрат 
как геометрическая фигура останется неизменным? 

Квадрат обладает симметрией относительно пово¬ 
ротов. Он переходит в себя под действием следующих 
поворотов, для которых мы введем специальные обо¬ 
значения: 

7? — поворот на 90° по часовой стрелке вокруг цен¬ 
тра О, Я' и Я" — аналогичные повороты на 180° и 
270°. 

Квадрат обладает симметрией и относительно от¬ 
ражений. Он переходит в себя под действием следую¬ 
щих отражений: 

Н — отражение относительно горизонтальной оси, 
проходящей через центр О, 

V — отражение относительно вертикальной оси, 
проходящей через центр О, 

О — отражение относительно диагонали, обозна¬ 
ченной на рис. 120 как 1 3 } 
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Я'— отражение относительно диагонали, обозна¬ 
ченной на рис. 120 как 2 4. 

Итак, мы насчитали семь типов симметрии. На тот 
случай, если читателя смутит несоответствие между 
определением симметрии, приведенным в начале гл. 1, 
и перечисленными выше операциями, заметим, что мы 
рассматриваем здесь не просто взаимно-однозначные 
отображения четырех вершин квадрата на четыре 
вершины квадрата, а лишь те из них, которые сохра¬ 
няют структуру квадрата как геометрической фигуры. 
Это означает, что наши преобразования принадлежат 
к числу изометрий — отображений, сохраняющих 
расстояние между любыми двумя точками. 

Существенное продвижение вперед по сравнению с 
описанными выше весьма наглядными симметриями 
содержится в понятии композиции изометрий. Опре¬ 
делим отображение НЯ как результат последователь¬ 
ного выполнения двух операций: отражения Я квад¬ 
рата относительно горизонтальной оси ( первая 
операция) и поворота Я на 90° вокруг центра О ( вто¬ 
рая операция). Что произойдет под действием опера¬ 
ции НЯ с вершинами квадрата У, 2, 5 и 4 ? 

Под действием отражения Я вершина У перейдет в 
вершину 4, вершина 2 — в вершину 3, вершина 3 — в 
вершину 2 и вершина 4 — в вершину У. Под действием 
поворота Я вершина 4 перейдет в вершину 3, вершина 
3 — в вершину 2, вершина 2 — в вершину У и вершина 
У — в вершину 4, поэтому комбинация отображает 
вершины (У, 2, 3, 4) на вершины (3, 2, У, 4). Заметим, 
что преобразование НЯ эквивалентно отражению Я', 
оставляющему неподвижными вершины 2 и 4 и пере¬ 
ставляющему вершины У и 3. 

Предоставляем читателю самостоятельно прове¬ 
рить, что комбинация ЯН, означающая последователь¬ 
ное выполнение двух операций — поворота Я на 90° во¬ 
круг центра О (первая операция) и отражения Я 
относительно горизонтальной оси (вторая операция), 
отображает вершины (У, 2, 3,4) на вершины (1,4,3, 
2) и эквивалентна отражению Я, в силу чего 
ЯНфНЯ . Именно это имеют в виду, когда говорят, 
что мультипликативная группа не обязательно ком¬ 
мутативна , Разумеется, мы еще не определили, что 
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такое группа, но подошли к определению достаточно 
близко. 

Если взять композицию любого из отражений О и 
В' с самим собой, то под действием отображения ЯО 
(или О'О') квадрат вернется в исходное положение. 
Такое отображение, которое ничего не изменяет, так¬ 
же полезно включить в число симметрий квадрата. 
Оно называется тождественным отображением и 
обозначается /. Если учесть тождественное отобра¬ 
жение, то число симметрий квадрата возрастает до 
восьми. 

Эти восемь симметрий образуют так называемое 
замкнутое множество относительно композиции сим¬ 
метрий. Иначе говоря, любая композиция восьми 
симметрий совпадает с одной из них. 

Любая из симметрий, принадлежащих множеству, 
имеет обратную. Это означает, что любой симметрии 7 
из множества можно сопоставить какую-то другую 
симметрию 7', также принадлежащую множеству (в 
частности, симметрия Т может совпадать с симмет¬ 
рией 7) и такую, что ТТ = /. Например, отражения 
О и Я' совпадают с обратными им симметриями. 

Если взять любые три из восьми симметрий 7, Т и 
7", то Т(Т'Т") = (ТТ)Т". Это означает, что, обра¬ 
зовав сначала симметрию ТТ" и взяв ее композицию 
с симметрией 7, мы получим такое же окончательное 
отображение, какое получили бы, образовав сначала 
композицию симметрий Г и Г и лишь затем компози¬ 
цию симметрий ТТ и 7". В таких случаях говорят, что 
операция композиции симметрии ассоциативна. 

Мы показали, что симметрии квадрата удовлетво¬ 
ряют всем аксиомам группы преобразований. Понятие 
группы имеет первостепенное значение в математике, 
и, не имея возможности остановиться на нем сколько- 
нибудь подробно, мы отсылаем интересующихся к 
многочисленным руководствам по теории групп *. 

Интересующая нас группа преобразований состоит 
из следующих восьми симметрий: /, /?, /? 2 , /? 3 , Я, Я/?- 
Я/? 2 , Я/? 3 (предоставляем читателю самостоятельно 


* См., например, Александров П. С. Введение в теорию 
групп. — М.: Учпедгиз, 1938; Магнус В. Группы и их графы.— 1 
М.: Мир, 1971. — Прим. ред. 
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проверить этот список). Ясно, что композиция /^ по¬ 
ворота /? с самим собой даст поворот /?' на 180°. Еще 
раньше мы убедились в том, что /?Я = /) и Я/? = 
= Я / . Хотя преобразование /?Я не входит в приве¬ 
денный выше список, нетрудно проверить, что 
/?Я = Я/? 3 . 

Можно сказать, что симметрии /? и Я порождают 
группу, так как все элементы группы получаются при 
образовании композиций этих двух симметрий. По 
утверждению Германа Вейля, Леонардо да Винчи 
нашел образующие элементы группы симметрии про¬ 
извольного правильного м-угольника, хотя, как мы го¬ 
ворили, в записных книжках Леонардо да Винчи рас¬ 
смотрен лишь случай п = 8. 

Группы симметрии возникают в теории линейных 
орнаментов, двумерных узоров, кристаллов, в теории 
упаковок и во многих других разделах математики. 
Некоторые из вопросов теории групп рассмотрены в 
нашей книге «Изящное искусство математики», более 
общий обзор читатель найдет в книге Германа Вейля 
«Симметрия» (см. список литературы). 

В трехмерном пространстве также существуют 
фундаментальные правильные тела — так называе¬ 
мые Платоновы тела. Они упоминаются в «Тимее» 
Платона, но были известны еще пифагорейцам за 
несколько веков до Платона. Каждая грань правиль¬ 
ного Платонова тела конгруэнтна любой другой его 
грани, а само тело целиком лежит по одну сторону от 
любой из своих граней. Правильные Платоновы тела 
изображены на рис. 25. Их грани имеют форму квад¬ 
ратов, треугольников или пятиугольников. 

В «Тимее» эти, как их называют, правильные мно¬ 
гогранники построены из прямоугольных треугольни¬ 
ков. Платон выбирает два основных треугольника: 
равнобедренный прямоугольный треугольник, образу¬ 
ющий половину квадрата, и треугольник с углами в 
30°, 60° и 90°, возникающий при разбиении любого из 
углов равностороннего треугольника на две равные 
части. Он замечает: 

«Обосновывать это было бы слишком долго, 
впрочем, если бы кто изобличил нас и доказал 
обратное, мы охотно признали бы его победите¬ 
лем». 
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Из четырех равносторонних треугольников Платой 
строит тетраэдр. Это — простейшее и наиболее фун¬ 
даментальное из правильных тел, и Платон связывает 
его с огнем — самым фундаментальным из четырех 
элементов. 

Из восьми равносторонних треугольников Платон 
строит октаэдр и сопоставляет его воздуху, а из два¬ 
дцати равносторонних треугольников складывает 
икосаэдр, символизирующий воду. 

Тетраэдром, октаэдром и икосаэдром исчерпыва¬ 
ются все правильные тела, составленные из равносто¬ 
ронних треугольников, или, если угодно, из половинок 
равносторонних треугольников. Сложенные вместе, 
Два Платоновых равнобедренных треугольника обра¬ 
зуют квадрат, а шесть квадратов составляют куб — 
жесткое правильное тело, которое служит воплоще¬ 
нием земли . 

Остается додекаэдр, каждая грань которого имеет 
форму правильного пятиугольника, но Платон мимо¬ 
ходом отвергает такую возможность: 

«В запасе оставалось еще пятое многогранное 
построение: его бог определил для Вселенной и 
прибегнул к нему, когда разрисовывал и укра¬ 
шал ее». 

Существуют различные переводы Платона. В том, 
которым пользовался автор, сказано, что бог украшал 
Вселенную фигурами животных. По-видимому, име¬ 
ются в виду знаки Зодиака и других созвездий на 
небе. 

Математикам удалось вывести несколько соотно¬ 
шений между числом граней Г, ребер Р и вершин 
В правильного выпуклого многогранника. Первое со¬ 
отношение, принадлежащее Эйлеру (1707—1783) *, 
имеет вид 

Г + В = Р + 2 . 

Если каждая грань имеет п сторон, а из любой верши¬ 
ны исходят т ребер, то, как показывает прямой под¬ 
счет 

пГ = тВ = 2 Р. 


* Раньше Эйлера это соотношение указал Декарт. — Прим. 

ред . 
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Пять решений этих уравнений приведены в таблице. 
Нетрудно доказать, что других решений не существу* 
ет. Полученные решения соответствуют Платоновым 
телам. 

Читателю следовало бы изготовить модели плато* 
новых тел. Их несложно склеить из треугольников, 
квадратов или пятиугольников. Изготовив своими ру¬ 
ками пять правильных тел, читатель без труда 
обнаружит, почему не существует Платонова тела с 
гранью в форме правильного шестиугольника. Если 


Тело 

В 


В 

! ! 

пг 

п 

Грань 

Тетраэдр 

4 

4 

6 

И 

3 

Треугольник 

Гексаэдр (куб) 

6 

8 

12 

В щ 

4 

Квадрат 

Октаэдр 

8 

6 

12 

НН 

3 

Треугольник 

Додекаэдр 

12 

20 

30 

КН 

5 

Пятиугольник 

Икосаэдр 

20 

12 

30 

9 

3 

Треугольник 


сложить три пятиугольника так, чтобы из одной вер¬ 
шины исходили три ребра, то сумма плоских углов, 
примыкающих к вершине, будет равна 3*108° = 324°. 
Эта величина меньше 360°. Если же сложить три 
шестиугольника, то сумма плоских углов при вершине 
составит 3*120° = 360°, и три шестиугольника распо+ 
ложатся в одной плоскости. Чтобы образовался про¬ 
странственный угол, грани которого не лежат в одной 
плоскости, сумма плоских углов при вершине должна 
бытъ меньше 360°. 

Метод построения пространственных углов описан 
у Платона. Например, чтобы построить икосаэдр,, ог¬ 
раниченный двадцатью равносторонними треугольна 
ками, нужно сначала собрать пространственные углы 
из пяти равносторонних треугольников с общей вер¬ 
шиной, а затем попытаться подогнать друг к другу эти 
углы. 

В сочинении Луки Пачоли «О божественной про* 
порции», одно издание которого вышло в Венеции в 
1509 г., приведены тщательно выполненные перспек¬ 
тивные изображения моделей Платоновых тел. Пачоли 
сам изготовлял эти модели и часто преподносил их в 
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виде подарка различным знаменитостям. Рисунки по 
преданию принадлежат Леонардо да Винчи, бывшего 
другом этого замечательного монаха. 

Пачоли был членом ордена францисканцев и с 
увлечением занимался математикой. Он преподавал в 
различных университетах 'Италии и, по-видимому, 
был выдающимся педагогом. Помимо сочинения 
«О божественной пропорции», Пачоли выпустил в свет 
еще несколько книг. В одной из них он изложил 
принципы двойной бухгалтерии, законы арифметики и 
основные приемы успешного ведения коммерческих 
сделок. Этот трактат Пачоли под названием «Сумма 
арифметики, геометрии, учения о пропорциях и отно¬ 
шениях» вышел в свет в 1494 г. и оказал большое 
влияние на последующее развитие математики и бух¬ 
галтерского учета. Встречаются в «Сумме» и слишком 
хорошо известные всем задачи о трубах, наполняю¬ 
щих бассейны, из которых вода вытекает по другим 
трубам, но появился этот тип задач гораздо раньше, 
«Сумма» состоит из восьми частей — по числу восьми 
красот. Утверждают, будто Пачоли издал в переводе 
на разговорный (итальянский) язык Евклида, но эта 
работа Пачоли была безвозвратно утеряна. Его пере¬ 
вод Евклида на латинский язык вышел в 1509 г, 
«Божественная пропорция» отличается неповторимым 
своеобразием. 'Книга посвящена миланскому герцогу 
Людовико Сфорца, в адрес которого по ее страницам 
рассыпано множество комплиментов. Пачоли приво¬ 
дит тринадцать описаний свойств божественной про¬ 
порции (нашего золотого сечения) . Первое.сводится к 
утверждению о том, что теоремы Евклида предпола¬ 
гаются известными. Затем следует длинный перечень 
эпитетов, выражающих различные свойства золотого 
сечения. Пачоли пишет следующее: 

«Во-вторых, существенное действие рассматри¬ 
ваемой пропорции, в-третьих, ее особое действие, 
в-четвсртых, невыразимое действие, в-пятых, ее 
чудесное действие, в-шестых, ее неизъяснимое 
действие, в-седьмых, ее неугасимое действие... 
в-десятых, ее возвышенное действие, в-одиннадца¬ 
тых, ее превосходнейшее действие, в-двенадцатых, 
ее непостижимое действие, в-тринадцатых, ее до¬ 
стойнейшее действие...» 
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Здесь Пачоли делает паузу, чтобы перевести ды¬ 
хание, и замечает,, что для перечисления всех свойств 
божественной пропорции не хватило бы чернил и бу¬ 
маги, и он останавливается на тринадцати свойствах, 
дабы почтить двенадцать апостолов и их учителя 
Иисуса Христа. Затем Пачоли воздает хвалу Сфорце 
за его благочестие и за то, что тот пригласил Леонар¬ 
до да Винчи написать «Тайную вечерю» для монасты¬ 
ря Санта-Мария делле Грацие. 

Мы рассмотрели божественную пропорцию в гл. 4« 
Многие из ее чудесных свойств, восхищавших Пачоли, 
содержатся в цепочке отношений, изображенных на 
рис. 41. 

Фра Лука Пачоли и его ученик Гидобальдо, гер¬ 
цог Урбино, изображены на замечательной картине 
Джакопо де Барбари (вклейка 24). На столе мы ви¬ 
дим додекаэдр и второй многогранник — одно из так 
называемых полуправильных архимедовых тел . 

Гранями полуправильных тел могут служить мно¬ 
гоугольники нескольких видов при условии, если они 
все правильные, а вершины многогранника неотли¬ 
чимы одна от другой (рис. 121). 

По преданию, Платон знал по крайней мере одно 
из полуправильных тел — кубооктаэдр, а Архимед 
описал все полуправильные тела, хотя его книга о них 
не сохранилась. Дюрер в «Руководстве к измерению» 
приводит развертки некоторых архимедовых тел 
(см. гл. 2), но впервые их систематически рассмотрел 
Кеплер, построивший, кроме того, два невыпуклых те¬ 
ла, названных впоследствии телами Кеплера — Пуан- 
со (рис. 122). Кеплер открыл их около 1619 г., а Пуан- 
со в 1809 г. повторно обнаружил их и открыл еще два 
новых тела. Полуправильные тела Кеплера — Пуансо 
не были известны древнему миру и используются з 
современном мире только для абажуров и украшений, 
О том, как изготовить модели этих тел, подробно рас¬ 
сказано в книге Магнуса Дж. Веннинджера «Модели 
многогранников» *. Можно построить и гораздо более 
сложные модели, но некоторые из них требуют сотен 
часов работы. 

Поиски связей между Платоновыми телами и 


* Веннинджер М. Модели многогранников. — М.: Мир, 1974, 
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строением Вселенной не прекратились со смертью 
Платона. В 1596 г. Кеплер опубликовал свое первое 
сочинение «Тайна мироздания». В нем, в частности, 
говорится следующее: 

«...До сотворения мира не существовало ника¬ 
ких чисел, кроме троицы, которая есть сам бог.., 
Ибо прямая и плоскость не порождают чисел, 
здесь царит бесконечное... Рассмотрим поэтому 
объемные тела. Прежде всего необходимо исклю¬ 
чить неправильные тела, ибо нас интересуют 

зоэ 



лишь упорядоченные творения. Остаются шесть 
тел: сфера и пять правильных многогранников* 
Сфере соответствуют неподвижные звезды. Дви¬ 
жущийся же мир представлен телами с плоскими 
гранями. Таких тел всего пять. Если считать их 
границами, то пять границ определяют шесть 
различных вещей. Следовательно, шесть планет 
обращаются вокруг Солнца. По этой же причине 
существует ровно шестъ планет... 

...Далее я показал, что правильные тела рас¬ 
падаются на две группы: в одной три тела, в 
другой — два. К большей группе принадлежат 
прежде всего Куб, затем Тетраэдр и, наконец, 
Додекаэдр. Ко второй группе принадлежат, во- 
первых, Октаэдр и, во-вторых, Икосаэдр. Вот по¬ 
чему наиболее важная часть мира — Земля, на 
которой образ и подобие божье воплощены в че¬ 
ловеке, разделена на две группы. Ибо, как я 
показал далее, тела первой группы должны ле¬ 
жать за пределами земной орбиты, а тела второй 
группы — внутри... Учитывая все это, я решил 
сопоставить Куб Сатурну, Тетраэдр Юпитеру, 
Додекаэдр Марсу, Икосаэдр Венере и Октаэдр 
Меркурию...» 

Желая придать своей теории больший вес, Кеплер 

разработал впечатляющую модель Вселенной, вписав 
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тетраэдр в куб, додекаэдр в тетраэдр, икосаэдр в 
додекаэдр и, наконец, октаэдр в додекаэдр. 

Ознакомившись с сочинением Кеплера, Галилей и 
Тихо Браге дали на него лестные отзывы, а Тихо 
Браге под впечатлением от «Тайны мироздания» 
предложил молодому Кеплеру место ассистента. Бра¬ 
ге разработал свою собственную систему мира, своего 
рода гибрид птолемеевой и коперниканской систем, в 
которой планеты обращались вокруг Солнца, в то 
время как Солнце описывало пируэты вокруг Земли, и 
лелеял надежду, что Кеплер своими методами под¬ 
твердит ее правильность. 

Разумеется, планеты Нептун и Уран йе были изве¬ 
стны во времена Кеплера, и нам остается только га¬ 
дать, каким образом он стал бы перестраивать свою 
теорию, если бы эти планеты были открыты при его 
жизни. Но каких бы взглядов на строение Вселенной 
ни придерживался Кеплер, именно ему удалось, ис¬ 
пользуя наблюдения Тихо Браге, открыть три фунда¬ 
ментальных закона движения планет: 

1) планеты обращаются по эллипсам с Солнцем в 
одном из фокусов; 

2) при движении планет радиус-векторы, прове¬ 
денные из фокусов, за равные промежутки времени 
заметают одинаковые по площади секторы; 

3) квадрат периода обращения планеты вокруг 
Солнца пропорционален кубу большой оси ее ор¬ 
биты. 

Как мы уже говорили, через сто лет после Кеплера 
Ньютон в «Математических началах натуральной фи¬ 
лософии» сумел геометрически доказать, что все три 
закона движения планет следуют из закона всемир¬ 
ного тяготения. К своим выводам Ньютон пришел, 
используя не только геометрию, но и дифференциаль¬ 
ное и интегральное исчисление, и, лишь уступая 
общепринятому в те времена мнению о том, что новые 
методы «недостаточно строги», заменил аналитиче¬ 
ские методы геометрическими. 

Сам Ньютон считал делом своей жизни разгадать 
толкования к «Книге пророка Даниила». Предполо¬ 
жив, что каждое пророчество Даниила верно, Ньютон, 
к своему удовлетворению, сумел доказать, что проро¬ 
чества сбылись. 
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Разумеется, мистики встречаются и в наше время. 
В бытность профессором математики в Судане мне 
однажды довелось видеть греческого коммерсанта, 
размахивающего тщательно вычерченной схемой 
Большой пирамиды Хуфу в Гизе. По его утвержде¬ 
нию, при надлежащей интерпретации эта схема таила 
в себе ключ к постижению всего, что когда-либо про¬ 
исходило или произойдет. В день, когда разразилась 
вторая мировая война, я слышал, как один оратор на 
Саутхэмптон Коммон вещал, будто Большая пирами* 
да Хуфу позволила предсказать это событие. Я запа¬ 
мятовал, на сколь далекое будущее распространялись 
пророчества. 

Некоторые из современных мистиков достаточно 
хорошо разбираются в математике. Например, 
П. Д. Успенский «сочетает логику математика с виде¬ 
нием мистического в своих поисках решений проблем 
Человека и Вселенной». Он родился в Москве в 
1878 г., и, как сообщается в рекламном объявлении на 
обложке одной из его книг, «уже первая книга Ус¬ 
пенского «Четвертое измерение» (1909 г.), написанная 
им в возрасте тридцати одного года, выдвинула его в 
ряды ведущих авторов по абстрактной математиче¬ 
ской теории. Перевод его второй книги «Терциум ор- 
ганум» (1912 г.) на английский язык вызвал в 1922 г. 
подлинную сенсацию в Америке». 

Мне так и не удалось раздобыть «Четвертое изме¬ 
рение». Особенно интересно было бы сравнить эту 
хкнигу с более поздними работами Успенского. Воз¬ 
можно, Бакминстера Фуллера кое-кто тоже назовет 
современным мистиком. Его геодезические купола в 
целом не столь оригинальны. Если взять любое из 
рассмотренных нами Платоновых тел, вписать его в 
сферу и провести из центра сферы лучи через ребра 
многогранника так, чтобы они прочертили на поверх¬ 
ности сферы дуги больших кругов, то эти дуги на 
верхней половине сферы будут выглядеть как геоде¬ 
зический купол. Но Бакминстер Фуллер утверждает, 
что его геодезические купола основаны на более хит¬ 
роумной идее. 

Прежде чем мы расстанемся с Платоновыми тела¬ 
ми, следует упомянуть о том, что каждое из них 
порождает свою группу, если рассматривать симметрии 
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пространства, отображающие заданное платоново тело 
на себя (как и прежде, эти симметрии сохраняют рас¬ 
стояние между любыми двумя точками). После того 
как мы неоднократно рассматривали круговой конус, 
следовало бы обратить внимание и на другие линей¬ 
чатые поверхности в трехмерном пространстве, то есть 
поверхности , порожденные прямыми. 

Очевидным примером линейчатых поверхностей 
служит цилиндр. Его можно рассматривать как конус, 
вершина которого находится в бесконечности. Поед- 
положим, что у нас имеются две проволочные окруж¬ 
ности одинакового радиуса и мы построили цилиндр, 
соединив соответствующие точки окружностей парал¬ 
лельными нитями (рис. 123, а ). Если* удерживая одну 
окружность на месте и следя за тем, чтобы нити 
оставались натянутыми, мы повернем другую окруж¬ 
ность на некоторый угол, то получится* новый тип 
линейчатой поверхности, продольное сечение которой 
своими двумя ветвями напоминает гиперболу. 
Взглянув на эту поверхность сверху, мы увидим, что 
ее поперечное сечение имеет форму эллипса, в то 
время как первоначально, до поворота одной окруж¬ 
ности относительно другой, сечение имело форму ок¬ 
ружности. Такая поверхность называется однополост¬ 
ным гиперболоидом. Хотя наши нити не позволяют 
увидеть этого, на поверхности однополостного гипер¬ 
болоида имеется второе семейство прямых, пересека¬ 
ющих все нити, которыми мы обозначили прямые 
первого семейства (рис. 123,6). Любые две прямые, 
принадлежащие одному семейству, скрещивающиеся, 
то есть они не параллельны и не пересекаются. Но 
каждая прямая одного семейства пересекается с 
каждой прямой другого семейства. На некоторых мо¬ 
делях однополостных гиперболоидов показаны оба 
семейства прямых, но изготавливать такие модели 
довольно сложно. В отличие от этого необычайно 
просто изготовить модель гиперболического парабо¬ 
лоида, на которой показаны оба семейства прямых. 

Вырежем из картона квадрат АВСй и, разделив 
каждую из его сторон на 6 равных отрезков, проколем 
в точках деления отверстия для нитей. Слегка надре¬ 
жем квадрат вдоль диагонали АС , чтобы его можно 
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Рис. 123. 


было без труда согнуть. Натянем нити одного цвета 
между отверстиями в сторонах АВ и СР и другого — 
между отверстиями в сторонах ВС и АЭ, прикрепив к 
концам небольшие свинцовые грузила. Перегнув слег¬ 
ка квадрат по диагонали АС и дав грузилам натянуть 
нити, мы увидим на поверхности гиперболического 
параболоида два семейства образующих (рис. 124,а). 
Прямые каждого семейства параллельны некоторой 
плоскости. На поверхности гиперболического парабо¬ 
лоида хорошо видна седловая точка (рис. 124,6). 
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Нетрудно представить себе, что в тот момент, когда 
мы приступаем к рассмотрению поверхностей, перед 
нами открывается поистине необозримое поле де¬ 
ятельности. Но обратимся теперь к двумерному про¬ 
странству. 

При обсуждении неевклидовой геометрии (см. гл, 
6) мы уже упоминали о жизни в плоском мире—■ 
Флатландии. Но тогда мы рассматривали весьма тес¬ 
ный мир — вселенную существ, обитающих внутри 
окружности. В конце XIX в. Эдвин Э. Эбботт написал 
«Флатландию. Роман о четвертом измерении»*. 

Наибольшая длина или ширина взрослого обита¬ 
теля Флатландии достигает примерно одиннадцати 
дюймов. Женщины по виду напоминают отрезки 
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* Эбботт Э. Э. Флатландия, Бюргер Д. Сферландия. — М.: 
Мир, 1976. 
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прямых. Солдаты и представители низших слоев обще¬ 
ства имеют форму Равнобедренных Треугольников, 
равные стороны которых имеют в длину около 
одиннадцати дюймов, а основание, или третья сторо¬ 
на, столь коротко (нередко не превышает и половины 
дюйма), что боковые стороны образуют при вершине 
весьма острый и грозный угол. Средние слои общества 
во Флатландии составляют Равносторонние Треуголь¬ 
ники. Лица, владеющие какими-нибудь профессиями, 
и джентльмены имеют форму Квадратов и Правиль¬ 
ных Пятиугольников. Лицо, от которого ведется 
повествование, называет себя Квадратом. 

Затем идут благородные сословия, у которых име¬ 
ется своя иерархия. Низшую ступень занимают 
Шестиугольники, затем по мере повышения ранга 
число сторон у фигуры возрастает до тех пор, пока ее 
не удостаивают почетного звания Правильного Много¬ 
угольника. 

Наконец, когда число сторон многоугольника ста¬ 
новится столь велико, а их длина столь мала, что 
фигуру нельзя отличить от окружности, ее включают в 
Круговой орден, иными словами, причисляют к жре¬ 
цам — высшему сословию флатландского общества. 

Величину углов во Флатландии Эбботта можно 
измерить. Более того, на возможности измерения уг¬ 
лов строится все действие этого увлекательного рома¬ 
на. Живя в плоском мире, обитатели Флатландии 
видят друг друга как прямолинейные отрезки. При¬ 
ближение острого угла таит в себе смертельную опас¬ 
ность, так как обладатель угла может проткнуть 
насквозь любого встречного, не успевшего вовремя 
увернуться. Особую опасность представляют женщи¬ 
ны: будучи острыми, как иглы, они становятся прак¬ 
тически невидимыми, если приближаются к кому-ни¬ 
будь передним или задним концом своего тела. 
Поэтому поведение женщин строго регламентировано 
законами. В каждом флатландском доме с восточной 
стороны специально для них имеется небольшая 
дверка. Закон гласит: 

«Женщина, находящаяся в общественном ме¬ 
сте, обязана под страхом смерти все время изда¬ 
вать предупредительные крики. Любая женщина, 
страдающая пляской святого Вита, припадками, 
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хроническим насморком, сопровождающимся 
сильными приступами чихания, или любой другой 
болезнью, проявляющейся в непроизвольных 
движениях (заболевание должно быть офици¬ 
ально установлено), подлежит немедленному 
уничтожению». 

Поскольку женщина, находясь в общественном 
месте, представляет собой источник повышенной 
опасности, в некоторых частях Флатландии принят 
дополнительный закон, запрещающий женщинам под 
страхом смертной казни перемещаться или стоять на 
месте, не двигая задней половиной тела из стороны в 
сторону, чтобы те, кто находится сзади, видели их. 

Иногда, замечает Квадрат, женщины, выведенные 
из себя необходимостью постоянно пребывать в сте¬ 
нах дома или строгими ограничениями на свободы вне 
его, склонны обращать свою ярость на мужей и детей. 
В более жарких странах бывают случаи, когда все 
мужское население какой-нибудь деревушки в тече¬ 
ние одного-двух часов становится жертвой такой 
вспышки. 

Распознают друг друга обитатели Флатландии на 
слух и на ощупь. Долгая практика и тренировка, 
начинающаяся еще в школе и продолжающаяся 
ежедневно, позволяет обитателям Флатландии с од¬ 
ного прикосновения различать углы Равносторонних 
Треугольников, Квадратов и Пятиугольников. Даже 
самый невежественный флатландец не ошибается, 
если ему случится дотронуться до почти безмозглой 
вершины остроугольного Равнобедренного Треуголь¬ 
ника. В то же время известен случай, когда бакалавр 
наук спутал Десятиугольник с Двенадцатиугольни¬ 
ком, и даже доктор наук вряд ли сможет решительно 
и со всей определенностью отличить Двадцатиугольник 
от Двадцатичетырехугольника. Поскольку величина 
угла и ощупыванце углов играет столь важную роль в 
жизни флатландского общества, аристократы, пред¬ 
ставляя друг другу двух незнакомых между собой 
Многоугольников, произносят: «Позвольте мне про¬ 
сить вас ощупать моего друга мистера такого-то и 
быть ощупанным им». 

Действие романа достигает наивысшего напряже¬ 
ния, когда в доме рассказчика неожиданно появляется 
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Окружность. В тот вечер внук Квадрата задал деду 
несколько головоломных вопросов, из которых сле¬ 
довало существование еще одного измерения, недо¬ 
ступного воображению флатландца и потому 
считавшегося абсурдным, и был с позором отправлен 
спать. «Мальчишка просто глуп!» — восклицает рас¬ 
сказчик и слышит, как в ответ явственно доносится: 
«Мальчик вовсе не глуп!» — и перед ним возникает 
Фигура. Сначала Квадрат и его супруга думают, что 
это женщина, но вскоре убеждаются, что перед ними 
Окружность, к тому же изменяющая свои размеры! 

Переменная Окружность попросила хозяйку дома 
удалиться, а когда предупредительные крики той 
стихли, объяснила Квадрату, что в действительности 
представляет собой Сферу в трехмерном простран¬ 
стве, а во Флатландии видно лишь ее плоское сечение, 
имеющее форму окружности изменяющегося радиуса. 

Не будем пересказывать все содержание романа: 
его необходимо прочитать самому. Книга Эбботта до¬ 
стойна занять место рядом с «Путешествиями Гулли¬ 
вера» Свифта. Появились и подражания «Флатлан¬ 
дии», но все они уступали оригиналу. 

Подробное изучение опыта обитателей двумерного 
мира естественно приводит к рассмотрению высших 
размерностей. Жители Флатландии не в силах пред¬ 
ставить себе прямую, перпендикулярную плоскости, 
на которой они обитают. Обсуждая вопрос о введении 
Декартом в геометрию координат (см. гл. 7), мы 
рассмотрели систему взаимно перпендикулярных осей 
для трехмерного пространства, проходящих через 
точку О. Координаты ( х , у, г) любой точки Р про¬ 
странства определяются расстояниями (длинами пер¬ 
пендикуляров) от точки Р до плоскостей Оуг, Огх и 
Оху . 

Почему бы нам не предположить, что существует 
прямая Оі, перпендикулярная прямым Ох , Оу и Ог> 
Приняв такую гипотезу, мы получим точки с коорди¬ 
натами (х у у,г,і) и скажем, что рассматриваем четы¬ 
рехмерное пространство. 

Высказанная впервые мысль о четвертом измере¬ 
нии встретила сильное сопротивление, поскольку про¬ 
тиворечила всему человеческому опыту (часть возра¬ 
жений была связана с соображениями религиозного 
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характера), но мысль о времени как о еще одном 
измерении, хотя и высказанная в весьма неотчетливой 
форме, имеет продолжительную историю, а математи¬ 
ки обнаружили, что интересующие их проблемы со¬ 
держат более трех переменных (х у у , г). 

Но если можно рассматривать четыре переменных 
(х, у у г, /), из которых первые три — пространствен¬ 
ные координаты, а четвертая переменная і — времен¬ 
ная координата, то ничто не мешает нам рассматри¬ 
вать / 2 -мерное пространство при любом значении /г, и в 
наше время изучение многомерных пространств вхо¬ 
дит во многие курсы математики. 

Созданная Эйнштейном теория относительности 
придала особый вес представлению о времени как о 
новом измерении, и четырехмерный мир простран¬ 
ства — времени стал привычным понятием, хотя это 
отнюдь не означает, будто все понимают теорию Эйн-: 
штейна. 

Многие писатели нещадно эксплуатировали идею о 
четырехмерном пространстве, сечением которого яв¬ 
ляется наша Вселенная. Столкновение трехмерного 
тела с двумерными обитателями Флатландии было 
темой романа Эбботта. Мы уделили некоторое время 
рассмотрению четырехмерного пространства, его спе¬ 
цифических свойств в надежде, что наши трехмерные 
читатели в отличие от обитателей Флатландии без 
гнева и недоверия встретят известие об увеличении на 
единицу числа измерений пространства, в котором они 
живут. 

Телевидение ухватилось за идеи писателей-фанта- 
стов (в том числе и авторов рассказов о привидениях)^ 
о таинственной дверце, якобы ведущей в иные миры. 
В одних случаях такой дверцей служит рама обычно¬ 
го зеркала, в других для разнообразия изображение в 
зеркале неожиданно изменяется, открывая за собой 
бездонную пропасть. В основе таких идей лежит одна 
из теорем об инцидентности для четырехмерного про¬ 
странства: два трехмерных пространства пересекают - 
ся в четырехмерном пространстве по двумерному 
пространству — плоскости. Следовательно, проникнув 
сквозь дверь, то есть через плоскость, герой мог бы 
оказаться в каком-то другом трехмерном простран¬ 
стве. 
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Рис. 125. 


На плоскости теорема об инцидентности утверж¬ 
дает, что через две различные точки можно провести 
прямую и притом только одну, а две различные пря¬ 
мые пересекаются не более чем в одной точке. Если же 
прямые вообще не пересекаются, то они называются 
параллельными. 

В трехмерном пространстве, в котором мы живем, 
существуют точки, прямые и плоскости. Прямая по- 
прежнему однозначно определяется заданием двух 
точек, а плоскость — заданием трех различных точек, 
не лежащих на одной прямой. 

Чтобы убедиться в этом, проведем через прямую, 
проходящую через две из трех заданных точек, любую 
плоскость и будем поворачивать ее вокруг этой пря¬ 
мой до тех пор, пока плоскость не пройдет через 
третью заданную точку. Если бы через три заданные 
точки проходила не единственная плоскость, то мы 
получили бы две различные плоскости, пересекающи¬ 
еся на трех неколлинеарных точках, что невозможно: 
если две плоскости имеют общую точку, то они пере¬ 
секаются по прямой (рис, 125), Прямая может быть 
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параллельной плоскости и никогда не пересекаться с 
ней, две плоскости также могут быть параллельными 
и не пересекаться. 

Итак, мы рассмотрели теоремы инцидентности в 
трехмерном пространстве. Посмотрим, какое впечат¬ 
ление произвел бы на обитателей плоскости объект, 
движущийся вдоль прямой, которая пересекается с 
плоскостью в точке Р (рис. 126). Жители Флатландиа 
не подозревают о существовании объекта до тех пор, 
пока он не достигнет точки Р. Если объект в этот 
момент не остановится, то при дальнейшем движении 
он исчезает. Мы уже рассказывали о том, как выгля¬ 
дит с точки зрения обитателей Флатландии прохож¬ 
дение трехмерной сферы через плоскость. Сначала па 
плоскости не видно ничего. В тот момент, когда сфера 
касается плоскости, появляется точка, которая пре¬ 
вращается в окружность все большего и большего 
радиуса. Затем окружность неожиданно перестает 
расширяться, сжимается снова в точку и бесследно 
исчезает (рис. 127)! 

Обитателей Флатландии поразили бы не только 
сигналы из внешнего пространства. Если треугольник 
АВС вывести из плоскости, перевернуть, а затем снова 




Рис. 126. 


321 




Рис. 127. 


возвратить в плоскость, то результат такой операции 
показался бы флатландцам не менее удивительным. 
Исходный треугольник АВС и треугольник, изъятый 
из плоскости и вновь возвращенный в перевернутом 
виде (обозначим его А'В'С'), переходят друг в друга 
при зеркальном отражении (рис. 128). Если при ощу¬ 
пывании контура треугольника АВС флатландец дви¬ 
гался по часовой стрелке, то при обходе треугольника 
А'В'С' он двигался бы против часовой стрелки. Мы 
уже упоминали о том, что при доказательстве при¬ 
знака конгруэнтности треугольников по двум сторо¬ 
нам и углу, заключенному между ними, Евклид прене¬ 
брег этим различием. 

Чтобы разобраться в том, какие трюки мог бы 
проделывать с нами обитатель четырехмерного про¬ 
странства, в которое вложено наше трехмерное про¬ 
странство, рассмотрим прежде всего теоремы инци¬ 
дентности в четырехмерном пространстве. В нем 
имеются точки, прямые, плоскости и трехмерные про¬ 
странства, которые мы для краткости условимся на¬ 
зывать объемами. 

Две различные точки задают прямую, три различ¬ 
ные неколлинеарные точки однозначно определяют 
плоскость, а четыре некопланарные (не лежащие в 
одной плоскости) точки определяют объем и притом 
только один. 
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Заданная прямая и заданная плоскость в четы¬ 
рехмерном пространстве в общем случае не пересека¬ 
ются. Две заданные плоскости пересекаются в одной 
точке. Если две плоскости имеют более одной общей 
точки, то они пересекаются по прямой и лежат в 
одном объеме. Данная плоскость пересекается с дан¬ 
ным объемом по прямой или лежит в нем, а два 
различных объема пересекаются по плоскости. 

Существует простая формула, связывающая раз¬ 
мерности двух пространств с размерностью их пере¬ 
сечения (в четырехмерном пространстве): 

сумма размерностей двух пространств = 4 + разме¬ 
рность пересечения . 

Если по этой формуле получается, что размерность 
пересечения меньше нуля (размерность точки равна 
нулю), то два пространства вовсе не пересекаются. 
Например, прямая общего положения (размерность 
1) и плоскость общего положения (размерность 2) не 
пересекаются. Если же прямая и плоскость пересека¬ 
ются, то они лежат в трехмерном пространстве (в 
объеме). Пользуясь формулой, можно проверить, что 
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Рис. 128. 
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два объема (размерность каждого равна 3) пересе¬ 
каются по плоскости. 

Именно через эту плоскость пересечения мы мо¬ 
жем попасть в другой трехмерный мир. Рассмотрим, 
как выглядит с точки зрения наблюдателя, остающе¬ 
гося в «этом» мире, наш переход в «тот» мир через 
дверцу, соединяющую два трехмерных пространства. 

Пусть прямая РС} на рис. 129 перпендикулярна 
двери, а точка С} лежит в плоскости самой двери. 
В тот момент, когда точка ф окажется по ту сторону 
двери, вся прямая РС} исчезнет из виду, оставив на 
поверхности двери лишь точечный след. Так произой¬ 
дет потому, что прямая полностью определяется дву¬ 
мя точками и, если две точки прямой принадлежат 
плоскости или трехмерному пространству, то и вся 
прямая располагается в той плоскости или в том про¬ 
странстве. 

Если точка С? переходит в новый объем и прямая 
пересекает плоскость двери в точке (2, то прямая (2<3' 
целиком лежит в новом объеме и поэтому исчезает у 
нас из виду, если мы предпочитаем оставаться в 
старом трехмерном пространстве. 

Тем, кому наше утверждение покажется неправ¬ 
доподобным, мы напомним, что произойдет с точки 
зрения обитателя Флатландии, если прямую при¬ 
поднять хотя бы на бесконечно малую высоту над 
плоскостью. Прямая исчезнет, оставив лишь точечный 
след там, где новая прямая пересекает плоскость,— в 
точке С 
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Но вернемся к нашей волшебной дверце. Предпо¬ 
ложим, что у нас имеются две закрытые коробки, 
вложенные одна в другую, и мы хотим извлечь внут¬ 
реннюю коробку, не открывая наружной. Поднесем 
коробки к самой границе двух объемов так, чтобы 
одна из граней наружной коробки совместилась с 
плоскостью волшебной дверцы, а затем, не прикасаясь 
к внутренней коробке, слегка сдвинем наружную ко¬ 
робку. Если та грань коробки, которая была совме¬ 
щена с плоскостью дверцы, хотя бы на небольшое 
расстояние углубится в новый объем, то внешняя ко¬ 
робка исчезнет и от нее на плоскости волшебной 
дверцы останется лишь след грани, внутренняя ко¬ 
робка освободится и ее можно будет взять, так как, 
придав наружной коробке небольшое перемещение, 
мы почти не изменили положение внутренней коробки 
в нашем трехмерном пространстве. 

При мысли о том, что наблюдатель в четырехмер¬ 
ном пространстве может беспрепятственно загляды¬ 
вать в комнату без окон и дверей в нашем простран¬ 
стве, чувствуешь себя не очень уютно. Пусть Е глаз 
наблюдателя, а Р —любой предмет в комнате. Пря¬ 
мая РЕ, соединяющая предмет с глазом, не пересека¬ 
ет ни стен, ни потолка, ни пола комнаты. Действи¬ 
тельно, предположим, что прямая РЕ пересекает 
стену, пол или потолок в точке (2, которая загоражи¬ 
вает предмет Р, не давая идущим от него лучам света 
попадать в глаз Е. Тогда, поскольку обе точки Р и С } 
лежат в нашем трехмерном пространстве, вся прямая 
Р(? также погружена в него, и точка Е, расположен¬ 
ная на прямой, должна лежать в нашем трехмерном 
пространстве. Мы приходим к противоречию, по¬ 
скольку по предположению точка Е лежит вне нашего 
трехмерного пространства. Следовательно, все точки 
комнаты открыты взгляду наблюдателя, находящего¬ 
ся в четырехмерном пространстве (рис. 130). 

Это свойство четырехмерного пространства ис¬ 
пользовано Гербертом Уэллсом в «Рассказе Платтне- 
ра». Молодой преподаватель языков Готтфрид Платт- 
нер, дающий также уроки химии, во время одного из 
экспериментов устраивает взрыв и оказывается в че¬ 
тырехмерном пространстве, где становится невольным 
свидетелем убийства, совершаемого в закрытом 
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помещении в нашем пространстве. После девятиднев¬ 
ного отсутствия Готтфрид возвраща-ется в трехмерное 
пространство, чтобы приземлиться на спину директора 
своей школы, когда тот, ничего не подозревая, мирно 
копается в грядке клубники! Злоключения несчастно¬ 
го молодого человека на этом не кончаются: по воз¬ 
вращении выясняется, что пребывание в четырехмер¬ 
ном пространстве превратило его в зеркальный 
двойник самого себя и, в частности, сердце стало 
биться у Платтнера не слева, как раньше, а справа. 
При отражении в зеркале правая рука переходит в 
левую, а левая в правую, поэтому внешне руки Плат¬ 
тнера выглядели вполне обычно, но ощущение левого 
и правого изменилось. 

Мы видели, что если треугольник вывести из пло¬ 
скости и, перевернув, вновь возвратить в плоскость, то 
его ориентация (направление обхода вершин А, В и 
С) изменится на противоположную. Новый треуголь¬ 
ник переходит в старый при отражении в зеркале. 

Соответственные ребра тетраэдров АВСй и 
А'В'С'О' на рис. 131 равны, но ориентация тре¬ 
угольника АВС Г наблюдаемая из точки Д отличается 
от ориентации треугольника А'В'С', наблюдаемой из 
точки Д. Если любой из тетраэдров отправить в че¬ 
тырехмерное пространство и, перевернув, возвратить 
снова в наше трехмерное пространство, то он перейдет 
в другой тетраэдр. Заметим также, что оба тетраэдра 
переходят друг в друга при отражении в плоскости 
АВС. 

Для Готтфрида Платтнера таким зеркалом послу¬ 
жила вертикальная плоскость, проходящая в спинно- 
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брюшном направлении. У Герберта Уэллса есть дру¬ 
гое произведение — его первый и, быть может, лучший 
роман «Машина времени», в котором идея времени 
как еще одного измерения выражена необычайно от¬ 
четливо. Разумеется, рассказ «Дверца в стене» также 
посвящен приключениям в другом пространстве. 
Недавние телевизионные программы свидетельствуют 
о том, что в наши дни немногие прочувствовали свой¬ 
ства четырехмерного пространства так глубоко, как 
Герберт Уэллс. В этих программах героя, прошедшего 
сквозь волшебную дверцу или зеркало в другое про¬ 
странство, по-прежнему можно видеть из нашего 
пространства, хотя, как мы доказали, это невозможно. 

Наш краткий обзор свойств четырехмерного про¬ 
странства подходит к концу. Прежде чем завершить 
его, мы хотели бы напомнить читателю о высказывае¬ 
мых иногда чисто умозрительных предположениях 
относительно участи экипажа «Марии Селесты». По¬ 
рой можно услышать высказывания, будто вся ко¬ 
манда этого судна скрылась в другом пространстве. 
«Мария Селеста» действительно была обнаружена в 
состоянии, наводившем на мысль о том, что команда 
неожиданно и самым загадочным образом покинула 
судно. Никаких следов команды с тех пор так и не 
было найдено. Куда могли исчезнуть моряки с «Ма¬ 
рии Селесты»? 

Вопреки всеми сказанному у читателя может 
создаться впечатление, будто четырехмерного 
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пространства, даже как абстрактного понятия, не 
существует. Поэтому мы хотим закончить главу 
описанием того, как постепенно возникает понятие 
«четырехмерный куб». Хотя для нашей цели это от¬ 
нюдь не обязательно, мы воспользуемся координа¬ 
тами. 

Начнем с двумерного куба, то есть с квадрата 
(рис. 132), одна из вершин которого совмещена с 
началом координат (0, 0), а две стороны направлены 
по координатным осям. Четыре вершины такого квад¬ 
рата находятся в точках с координатами (0, 0), (1,0), 
(1,1) и (0, 1). 

Квадрат ограничен четырьмя сторонами. Введем 
теперь третью ось координат и представим себе, что 
квадрат сдвинулся вдоль нее на расстояние, равное 1. 
Перемещаясь, квадрат замел трехмерный куб, то есть 
обычный куб, к которому мы привыкли. 

Вершины трехмерного куба расположены в точках 
с координатами 

( 0 , 0 , 0 ), ( 1 , 0 , 0 ) ( 1 , 1 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ) 

(это не что иное, как координаты вершин исходного 
квадрата, отнесенные к первоначальной системе коор¬ 
динат и новой оси; из приведенных выше координат 
четырех вершин квадрата они получаются, если в ка¬ 
честве третьей координаты приписать 0) и 

(0,0, 1), (1,0, 1), (1, 1, 1) и (0, 1, 1) 

(четыре новые вершины, возникшие после того, как 
исходный квадрат переместился на единичное рассто- 


( 0,0 0 , 1 ) 

г- 1 
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яние вдоль новой оси; чтобы получить координаты 
новых вершин, достаточно к координатам вершин ис¬ 
ходного квадрата в качестве третьей координаты 
приписать 1). 

У трехмерного куба восемь вершин, и он ограничен 
квадратом в исходном положении, квадратом, сме¬ 
щенным на единичное расстояние вдоль новой оси, и 
четырьмя квадратами, заметенными сторонами ис¬ 
ходного квадрата при перемещении вдоль третьей оси. 
Таким образом, всего у трехмерного куба имеется 
8 вершин и 6 граней, что соответствует таблице, при¬ 
веденной на стр. 306. 

Трудно удержаться от искушения и не продолжить 
подъем по числу измерений пространства. Введем 
четвертую ось и переместим куб вдоль нее на единич¬ 
ное расстояние. Вершины исходного куба располо¬ 
жатся относительно четырех осей в точках с коорди- 
натами (0, 0, 0,0), (1, 0,0,0), (1,1,0, 0), (0,1, 0, 0), (0, 
0, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 0) (которые 
получатся, если приписать к старым координатам вер¬ 
шин куба четвертую координату, равную нулю), а 
вершины сдвинутого куба—в точках с координатами 
(0, 0, 0, 1), (1, 0,0, 1), (1, 1,0, 1), (0, 1,0, 1), (1, 1,0, 1), 
(0, 0, 1, 1), (1,0, 1, 1), (1, 1, 1, 1) и (0, 1, 1, 1) (которые 
получатся, если к старым координатам вершин 
куба приписать четвертую координату, равную еди¬ 
нице). 

Итак, мы построили четырехмерный куб. У него 
16 вершин и помимо двух трехмерных граней — ис¬ 
ходного куба и куба, смещенного на 1 вдоль четвертой 
оси, каждая грань трехмерного куба при движении 
вдоль четвертой оси заметает по одному трехмерному 
кубу, так что общее число трехмерных кубических 
граней равно 8. 

Можно было бы привести трехмерную развертку 
четырехмерного куба (если бы нам удалось проник¬ 
нуть в четырехмерное пространство, то из такой раз¬ 
вертки нетрудно было бы сложить четырехмерный 
куб), но мы не будем делать этого. После того как 
указаны координаты всех 16 вершин четырехмерного 
куба, мы твердо знаем, что он существует! 
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Упражнения 

1. Не могли бы вы предложить способ, позволяющий обита¬ 
телям Флатландии узнавать о приближении острого угла? Этим 
вы оказали бы значительную услугу флатландским женщинам, 
избавив их от необходимости издавать предупредительные крики. 

2. Начертите двумерную развертку обычного куба и склейте 
из нее куб. Можете ли вы набросать общий вид трехмерной раз- 
вертки четырехмерного куба? 

3. Что, по-вашему, происходило с героем романа Уэллса «Ма¬ 
шина времени», когда он двигался по времени вперед и назад? 
Учитывал ли Уэллс возможные биологические изменения? 

4. Можете ли вы выдвинуть какие-нибудь конкретные возра¬ 
жения против утверждения о том, будто наша Вселенная пред¬ 
ставляет собой трехмерное сечение некоторого четырехмерного 
континуума? 

5. В моей книге «Изящное искусство математики» показано, 
каким образом можно снять жилет, не снимая пиджака *. Не мо¬ 
жете ли вы, используя четырехмерное пространство, предложить 
более простой способ выполнения той же операции? 

6. Докажите, что в четырехмерном пространстве изображен¬ 
ный внизу узел можно развязать, не разрезая веревку. (Указа¬ 
ние: поместите часть узла в другое трехмерное подпространство, 
а остальное оставьте в нашем пространстве. Что при этом про¬ 
изойдет?) 


* Трюк, о котором упоминает автор, можно выполнить сле¬ 
дующим образом. Перекиньте спинку расстегнутого пиджака че¬ 
рез голову, не вынимая при этом рук из рукавов, так, чтобы 
спинка оказалась у вас на груди вверх подкладкой. Расстегнув 
жилет, также перекиньте его спинку через голову, чтобы она 
оказалась у вас на груди вверх подкладкой. Вернув пиджак 
в нормальное положение, спустите жилет в один рукав так, 
чтобы вы смогли снять его с той руки, которая находится в этом 
рукаве. После этого для вас уже не составит труда таким же об¬ 
разом снять жилет с другой руки и вынуть его целиком из ру¬ 
кава.— Прим, перев. 
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